MINISTERUL
EDUCATIEI §1
) CERCETARII
STINTIFICE

S,

Fondul Social European Instrumente Structurale OIPOSDRU
POSDRU 2007-2013 2007-2013

UNIUNEA EUROPEANA

Investeste in oameni!

Proiect cofinantat din Fondul Social European prin

Programul Operational Sectorial Dezvoltarea Resurselor Umane 2007 - 2013

Axa prioritard 1 ,Educatia si formarea profesionald in sprijinul cresterii economice si dezvoltarii societdtii bazate pe cunoastere”
Domeniul major de interventie 1.2 ,Calitate in invatémantul superior”

Titlul proiectului ,,e-Learning eficient, Individualizat si Adaptiv pentru invatamant la distanta (e-LIADA)”

Contract POSDRU/156/1.2/G/133681

Program:
Statistica descriptiva

Modul: Sistematizarea si prezentarea datelor statistice

Tema: Populatia statistica si variabilele statistice

® |. Cuprinsul secventei - Intelesuri majore ale comunicarii

1. Ce sunt populatia statistica si variabilele?
2. Tipuri de variabile.

® ||. Obiectivele secventei

« Insusirea corecta a notiunilor de populatie statistica si variabile;
o Identificarea corecta a tipurilor de variabile.

® |||. Cuvinte-cheie

Populatie statistica, variabild cantitativa si calitativa, variabila atributiva, temporala si spatiala.
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1. Ce este populatia statistica ?

Populatia statistica reprezinta mul{imea elementelor simple sau complexe, de aceeasi natura,
care au una sau mai multe insusiri esentiale comune, proprii elementelor cat si populatiei privi-
ta ca un tot unitar (Buiga, Dragos, et al, 2015). O populatie este finitd daca include un numar

determinat de elemente, dar ea poate fi considerata drept reprezenta-

Citire

tiva pentru o populatie teoretica infinitd.

Ca urmare apare necesitatea de a delimita o populatie in: conti-
nut, spatiu si timp. Se mai denumeste si populatia univers.

Exemple de populatii statistice: mulfimea persoanelor din-
tr-o anumita tara (localitate, zona etc.) in anul t, mul{imea gospo-
dariilor din Romania, la momentul t, multimea consumatorilor
unui produs, multimea societdtilor producatoare sau concurente
ale unui produs, multimea societatilor distribuitoare, angajatii unei
societdti, etc. Se noteaza cu majusculele de la inceputul alfabetului: A,
B, Cetc.

Unitatea statistica constituie elementul component, al populatiei statistice,
asupra cdruia se va efectua nemijlocit observarea. Unitatea statistica este purtatorul originar de informatie
sau subiectul logic al informatiei statistice. Datorita varietatii aspectelor sub care se poate prezenta in fapt,
unitatea statisticd comporta o definitie precisa, care sa excludd prin posibilitate de interpretare diferitd de
catre observatori si astfel orice eroare ce poate prejudicia valoarea investigatiei.

In exemplele citate mai sus, unititile statistice sunt: persoana, gospodiria, consumatorul, societatea
producdtoare sau concurentd, societatea distribuitoare, angajatul etc.

Se noteaza cu minusculele corespunzatoare majusculei ce simbolizeaza populatia statisticd, respectiv
ai, bi etc..

Volumul populatiei reprezintd numarul unitdtilor statistice care alcatuiesc populatia statistica,
Acesta poate fi finit sau infinit, in functie de tipul populatiei care poate fi la fel finitd sau infinita.
Se noteaza cu N, iar pentru o populatie A, avem:
A:{al,a2,.., aN}

Esantion reprezintd o submultime a unei populatii statistice, constituita dupa criterii bine stabilite.
In raport cu procedeul de formare a esantionului avem esantioane aleatoare si esantioane dirijate. Esantionul
aleator este format din unitatile statistice care rezultd printr-un procedeu aleator: procedeul tragerii la sorti,
tabelul cu numere intdmplitoare, procedeul extragerilor sistematice. Esantionul dirijat este constituit pe
baza unor informatii auxiliare existente la nivelul populatiei studiate sau lasand liber pe anchetator sa aleaga
unitdtile respectand doar realizarea structurii esantionului in functie de criteriile stabilite. Se noteaza cu n.
Majoritatea studiilor au ca suport datele provenite de la nivel de esantion, de aici importanta constituirii
acestuia si implicit, apelarea la inferenta statisticd, pentru a estima parametrii la nivelul populatiei univers.

2. Ce sunt si cum se clasificd variabilele statistice ?

Variabila statisticd reprezinta o insusire sau o trdsaturd comuna tuturor unitatilor unei popu-
latii. Nivelul inregistrat de o variabild statistica la o unitate oarecare al populatiei se numeste
realizare sau starea variabile (Buiga, Dragos, et al, 2015). In general se noteazi cu majusculele

de la sfarsitul alfabetului, X, Y, Z etc. Dacd se noteaza cu X o variabila statistica oarecare, atunci
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cuxl, x2, ..., xN se vor nota starile variabilei respective.



Variabilele statistice se clasificd in raport cu natura, modul de exprimare si modul de variatie.

a) Dupad natura lor variabilele statistice pot fi atributive, de timp si de spatiu.
» Variabila atributiva exprima un atribut sau insusire esentiala (alta, decat timpul sau spatiul) unitatilor
populatiei;
» Variabila de timp ne arata timpul in care au luat fiintd unitatile populatiei sau perioada de timp in
care au existat (exista);

» Variabila de spatiu ne arata spatiul in care existd sau au luat nagtere unitétile populatiei.

b) Dupa modul de exprimare a starilor deosebim:
» Variabild cantitativd este variabila ale cérei stiri se exprima prin valori numerice. Se mai numeste
si variabila metrica.
» Variabila calitativa este variabila ale carei stari se exprima prin cuvinte sau coduri. Se mai numeste
variabild nominald (starile se exprima prin cuvinte) sau variabila ordinala (starile se exprima prin coduri).

¢) Dupéd modul de variatie variabila cantitativa poate fi:

» Variabild discreta este acea variabild care, in intervalul sdu de definitie inregistreaza cel mult valori
rationale, variatia are loc in salturi.

» Variabila continua este acea variabila care poate lua orice valoare reala din intervalul sdu de variatie.

Exemple de variabile statistice relativ la populatia formatd din mulfimea consumatorilor unui produs:
» varsta: variabild atributivd, cantitativa, continua
X = { x1 = [15-20) [20-30) ... }
» frecventa de cumparare: variabila atributiva calitativa
Y ={yl - foarte rar; y2 - rar, ... }
» numdr de sortimente cumpdrate relativ la produsul analizat: variabild atributiva, cantitativa, discreta:
Z={z1=1; z22=2,..}
» localizarea magazinelor de unde cumpara: variabilad de spatiu, calitativa
S ={sl - cartierul M sau s2 - strada P1, ... }
» data ultimei cumpardri a produsului analizat: variabila de timp, cantitativa
T={t1=27.01.2002; t2 =24.02.2002, ... }

Variabila aleatoare este variabila care poate lua orice valoare din valorile unei mul{imi finite sau in-
finite, cu o anumita probabilitate, rezultata dintr-o functie asociatd variabilei, numita lege de probabilitate.
Ca si variabila statistica, variabila aleatoare in raport cu valorile sale poate fi discretd sau continua. In timp
ce o variabild aleatoare inregistreaza valori la intamplare, variabila statistica constituie o insusire certa a
unitatilor statistice din populatie. Valorile unei variabile aleatoare sunt probabile si in stransa legatura cu
un anumit experiment. Starile unei variabile statistice nu sunt probabile, ele cuantifica o trasaturd proprie
fiecarei unitati din populatie.

Variabila aleatoare este variabila care poate lua orice valoare din valorile unei multimi finite sau infinite,
cu o anumita probabilitate, rezultata dintr-o functie asociata variabilei, numita lege de probabilitate. Ca si variabila
statisticd, variabila aleatoare in raport cu valorile sale poate fi discret sau continud. In timp ce o variabili aleatoare
inregistreaza valori la intdmplare, variabila statistica constituie o insusire certa a unitatilor statistice din populatie.
Valorile unei variabile aleatoare sunt probabile si in stransa legatura cu un anumit experiment. Starile unei varia-
bile statistice nu sunt probabile, ele cuantificd o trasatura proprie fiecirei unitéti din populatie.



« In majoritatea cazurilor, in statistici studiem populatii statistice. Aproape tot aparatul
tehnic este dezvoltat in acest scop, respectiv toatd structura de organizare si prelucrare a date-
lor. Uneori insa este necesar studiul statistic al unei singure unitati, mai ales in cazurile in care
ea este foarte complexa (o tara).

Tem3i de o Statistica aplicata in stiintele sociale nu are rigiditatea unei stiinte perfect exacte. De

reflectie exemplu vérsta unei persoane este prin natura ei o variabila continud, variaza practic in orice
moment de timp. In schimb, in orice surse de date o gisim exprimata doar in ani intregi. Ca
urmare, disponibilitatea datelor ne obligd sd o folosim ca o variabild discreta si sa utilizam
metode de prelucrate adecvate.

Notiunile expuse in aceasta tema sunt relativ recente 1n istoria omenirii (aprox. doua secole).
Desi par notuni simple, utilizarea lor nu a fost posibilda multa vreme, datoritd conditiilor
istorice care au facut mai dificila dezvoltarea stiintelor sociale 1n raport cu stiintele naturii.
Prin comparatie, amintim ca logaritmii au fost descoperiti si utilizati acum doua milenii.

o J/\\ Dati trei exemple de populatii statistice foarte diferite intre ele:
;\ a. O populatie formatd din persoane

b. O populatie formata din unitati complexe (tdri, societdti comerciale, etc)

.

Calculati  c. O populatie statistica foarte diferita de cele anterioare.

Pentru fiecare din cele trei populatii pe care le-ati luat in considerare, dati exemplu de cel
putin zece variabile in raport cu care populatia ar putea fi studiata.
Clasificati variabilele in raport cu toate criteriile cunoscute:

» natura lor

» modul de exprimare

Practica o
» modul de variatie




S, %

Fondul Social European Instrumente Structurale OIPOSDRU
POSDRU 2007-2013 2007-2013

UNIUNEA EUROPEANA

Investeste in oameni!

Proiect cofinantat din Fondul Social European prin

Programul Operational Sectorial Dezvoltarea Resurselor Umane 2007 - 2013

Axa prioritard 1 ,Educatia si formarea profesionala in sprijinul cresterii economice si dezvoltarii societdtii bazate pe cunoastere”
Domeniul major de interventie 1.2 ,Calitate in invatamantul superior”

Titlul proiectului ,,e-Learning eficient, Individualizat si Adaptiv pentru invatamant la distanta (e-LIADA)"”

Contract POSDRU/156/1.2/G/133681

Program:
Statistica descriptiva

Modul: Sistematizarea si prezentarea datelor statistice

Tema: Seria de distributie

® |. Cuprinsul secventei — Intelesuri majore ale comunicarii

1. Ce este seria de distributie ?
2. Indicatori specifici - frecvente.

® ||. Obiectivele secventei

« Insusirea corectd a notiunilor serie statistica, serie de distributie, frecvente.
o Calculul corect al frecventelor.

® |||. Cuvinte-cheie

Serie statistica, serie de distributie, frecventa absolutd, frecventa relativa.

FONDUL SOCIAL EUROPEAN ROMANIA .
UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA

Investeste in CENTRUL DE FORMARE CONTINUA, INVATAMANT
LA DISTANTA Sl CU FRECVENTA REDUSA

O A M E N I Str lon I.C.Bratianu, nr.20, Cluj-Napoca

Tel.: (00) 40 - 740 - 077521
Fax: (00) 40 - 364 - 815679




Seria statistica este o constructie care reda fie distributia unei populatii in raport cu una sau

mai multe variabile, fie variatia unei marimi in timp, in spatiu sau de la o categorie la alta.

Definitie

Clasificarea seriilor statistice

In raport
cu numarul
variabilelor

»  Serii statis-
tice unidimensio-
nale, au la baza o
singura variabild;

»  Serii statis-
tice multidimen-
sionale, care au la
bazi doud sau mai
multe variabile.

Dupa natura vari-
abilelor deosebim:

Dupa modul de

exprimare a stdrilor

variabilei
deosebim:

In raport cu
natura indicatorului
din care este alcatuitd

Definitie

» Serii atribu-
tive, care au la baza
variabile  atribu-
tive;

» Serii crono-
logice (de timp sau
istorice), care au la
baza variabile de
timp;

»  Serii de
spatiu sau terito-
riale, care au la
baza o variabild de
spatiu.

» Serii calita-
tive, care au la baza
variabile calitative;

» Serii canti-
tative, care au la
baza variabile can-
titative si care dupa
modul de variatie
a variabilei pot
fi: discrete (cand
variabila este dis-
creta) si continue
(cand variabila
este continua).

seria, avem:

»  Serii de
frecventd sau se-
rii de distributie
(repartitie);

»  Serii de
variatie.

Seria statisticd ce reda variatia unei marimi in timp, in spatiu sau de la o categorie la alta se
numeste serie de distributie.




Indicatori specifici ai seriei de distributie
Conform definitiei de mai sus, prin aceastd serie se distribuie unitatile unei populatii statistice
in raport cu una sau mai multe variabile.
Fie o serie statistica unidimensionala avind la bazd variabila X, respectiv:
X:(xl Xy e X e Xp j
N, N, .. N, .. N,

(]

N, este frecventa absoluti a clasei i, i=1,R si reprezinta numirul de unitii ale populatiei din clasa pentru
care variabila X a inregistrat valoarea Xi
N1+N2+ ..+ NR=N.

Clasa (grupa) de unitdti in raport cu o variabila reuneste acele unitdti din cadrul populatiei care
inregistreaza aceeasi stare a variabilei sau stdrile variabilei apar{inand unui anumit interval de variatie .

Ca urmare, in raport cu o variabila statistica populatia poate fi structurata intr-un anumit numard e
clase. De asemenea, relativ la seria statistica unidimensionald avand la baza variabila X, poate fi formatd cu
frecvfvente relative, frecvente cumulate absolute sau relative.

Fie seria X formata cu frecvente relative:

X:(xl Xy e X ij
I O F
fi - ne arata ponderea unitatilor din populatie care au inregistrat pentru variabila X starea xi:

N, —
fi == i=LR

Pornind de la seria initiala se poate deduce seria formaté cu frecvente absolute cumulate, respectiv:

X[ X, X, e X, . X j
N(x,) N(x,) .. N(x;) .. N(x,)
unde: N(xi) reprezinta numarul de unitdti din populatia studiata pentru care variabila inregistreaza valori

ce nu depasesc valoarea xi.
Pornind de la seria initiala se poate deduce seria formaté cu frecvente relative cumulate, respectiv:

e ( X, X, X, . Xg J
W@ PuGm) o @) o By
unde: FN(xi) - exprima ponderea unitatii populatiei studiate pentru care variabila a inregistrat valori ce nu

depésesc valoarea xi.
FN(xxi)=fl+f2+..+f

Seria statistica de repartitie bidimensionala este o constructie ce redad distributia unei populatii in
raport cu doud variabile.
Astfel, fie populatia statistica A studiata in raport cu variabilele X si Y, rezultatele observarii se pot

grupa intr-un tabel de forma urmatoare:




v x1 x2 Xj Xj Total
yl N11 N12 N1j N1J NI.
y2 N21 N22 N2j N2J N2.
);i Nil N-iZ Nijj NiJ Ni.
};I NI1 NI2 NJj NIJ NI

Total N.1 N.2 N, NJ N

» Nij - reprezinta numarul de unita{i pentru care, variabila X inregistreaza starea xj si variabila Y in-
registreaza starea yi;

» Ni. - numarul de unitati pentru care Y = yi, indiferent de nivelul inregistrat de variabila X;
» N.j - numarul de unitati pentru care X = xj, indiferent de nivelul inregistrat de variabila Y;
» N - numarul total de unitati analizate.

Din seria bidimensionald se pot extrage serii unidimensionale de forma urmatoare:

s Xy Xy e Xy e X
N, N, .. N, .. N,
Y_(yl Yoo Vi ;v]J
N, N, .. N, .. N,
denumite si serii de repartifie marginale, in raport cu X si Y
Y/X=x,: Yo Voo o Vi o Vg Vi _17
Wy Wge o W A

denumita serie de repartitie unidimensionala in raport cu Y conditionata de
X = xj, numarul acestora fiind egal cu numarul de stari a variabilei X.
X, Xy, e X, .. X -
X/Y=y: ' 2 / ’ vi=]1
N, N, .. N, .. N,

J

denumita serie de repartitie unidimensionala in raport cu X conditionatd de Y = yi, numarul acestora fiind
egal cu numarul de stdri a variabilei Y.

De asemenea se poate elabora sau deduce seria de repartitie bidimensionald formata cu frecvente
relative, unde:

NN
N

. N, . .



Pentru fiecare din cele trei populatii pe care le-ati luat in considerare in aplicatia de la secventa
anterioara, alegeti cate doud variabile in raport cu care construiti:

» seriile unidimensionale formate cu frecventele absolute

» seriile bidimensionale formate cu frecvente absolute

Practica » seriile conditionate formate cu frecventele absolute

Calculul frecventelor derivate
Pentru seriile construite in aplicatia de mai sus, calculati seriile derivate cu indicatorii:

. frecventa absolutd cumulata

=—4 « frecveta relativa
Calculati

. frecventa relativa cumulatd
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Conform definitiei seria de variatie reda variatia unei marimi, in timp, in spatiu sau de la o
categorie la alta. Ca urmare, in continuare vom vorbi de serii cronologice (au la bazd o vari-
abila de timp), serii de spatiu (au la baza o variabila de spatiu) si serii categoriale (au la bazd

Definitie variabile atributive). Cele mai des intélnite sunt seriile cronologice si seriile de spatiu.

Indicatori ai seriei de variatie

Seriile de variatie au la bazd méarimi absolute si relative. Dupa unii autori din cadrul marim-
ilor absolute fac parte indicatorul de nivel si diferenta absoluta a unei marimi, iar din cadrul
marimilor relative fac parte: indicatorul relativ de intensitate, indicele statistic si diferenta rel-

ativa a unei marimi.

Citire

Indicatorul de nivel (Y) este o marime ce reflectd nivelul unui fenomen analizat.

De exemplu: productia diferitelor produse, veniturile populatiei, suprafata cul-
tivata cu principalele culturi, transportul, exportul, importul etc.

Diferenta absolutd a unei marimi ( A, ) exprima diferenta dintre nive-
lul cercetat si nivelul baza de comparatie al marimii analizate. Se exprima in
aceeasi unitate de masurd in care este cuantificat fenomenul analizat si ne
arata cu cat s-a modificat acesta de la un nivel la altul.

Indicele statistic al unei marimi ( /r) exprima raportul dintre nivelul cercetat
si nivelul bazd de comparatie al marimii analizate. Ne aratd de cate ori se mod-
ifica acea marime, de la un nivel la altul.

Diferenta relativa a unei méarimi (R, ) exprima raportul dintre diferenta abso-
luta a marimii respective si nivelul bazd de comparatie al acesteia. Ne arata cu cat la
sutd se modifica méarimea de la un nivel la altul.

Indicatorul relativ de intensitate (d) se defineste ca raport intre doi indicatori de nivel
de naturd diferitd i arata gradul de raspandire a fenomenului cuantificat de indicatorul de la
numardtor in raport cu fenomenul cuantificat de indicatorul de la numitor. De exemplu: productia

diferitelor culturi / ha, densitatea populatiei, productia principalelor produse/ locuitor, rata somajului etc.

Greutatea specifica (g) reflectd structura fenomenului analizat in raport cu starile variabile X, de la
baza seriei.

Seriile cronologice
Seria cronologica reflecta evolutia in timp a unei marimi.

Valorile variabilei ca functie de timp pot fi fixate la un anumit moment de timp sau sa se refere la un
interval de timp.

Seria cronologica de momente este o serie de observatii ordonate in timp, exprimand stocuri De
exemplu, volumul populatiei, numér de universitati, banci, institutii, fonduri fixe, numarul salariatilor, in-
treprinderile mici si mijlocii din diferite domenii de activitate, unititile de cazare turistici etc. Intr-o astfel
de serie insumarea marimii analizate nu are sens din punct de vedere al continutului, aceasta fiind permisa
din considerente de calcul, ajustari etc. Seria cronologica de intervale este o serie de observatii ordonate
in timp expriménd fluxuri. De exemplu: nascutii vii, divorturile, decesele, productia diferitelor culturi sau
produse, venituri, cheltuieli, productia industriald, agricold, exportul, importul etc. Intr-o astfel de serie are
sens insumarea marimii analizate.

Fie o serie cronologicd de momente sau de intervale ce reflecta evolutia in timp a nivelului unei
marimi Y,



o 1 2 .. ¢t .. T
Y:
Yo N1 V2 o Ve - Vr
Pornind de la aceastd serie se pot deduce seriile formate cu diferente absolute, indici si diferente rel-
ative. In functie de modul de raportare a stirilor variabilei timp t, marimile de mai sus se pot calcula cu baza

fixa (t/ t0) (baza de comparatie raméne aceeasi) sau cu baza in lanf (t / t-1) (baza de comparatie se schimba,
fiind considerata cea precedenta nivelului comparat).

Fie seriile cronologice formate cu:
» diferente absolute cu baza fixa:

0 1 2 ...t .. T
At/tO:
PlooA A A AT
A’y/o = y(t) - »(0)

» diferente absolute cu baza in lant

0 1 2 .. t T
A 1/0 2/1 t/1-1 T/7-1
7 - A A N AT
y y y y
AN = y() -yt -1)

Intre cele doud tipuri de diferente absolute cu baza fixa si cu bazi in lant, exista relatii de legatura ce
ne permit exprimarea unora in functie de celelalte. In acest context, insumand diferentele absolute cu baza
in lant se obtin diferentele absolute cu baza fixa.

110 _ AL/O | A2/1 | A3/2 t/4-1
A=A +AT +A )+ +A)
Scédzand diferentele succesive cu baza fixa se obtin diferentele cu baza in lant.
110 At-1/0 _ _ _ A/t
A=A =30 = y(0) =y =D+ y0) = y@) -yt -1 = A,

Diferenta absolutd ne arata cu cit se modifici marimea analizatd de la un moment la altul. Se ex-
prima in aceeasi unitate de masurd in care este cuantificat fenomenul studiat. Daca fenomenul analizat se
exprima valoric, atunci diferenta absoluta nu reflectd prea bine modificérile ce intervin, impunandu-se uti-
lizarea marimilor relative respective, indicele statistic si diferenta relativa.

Fie seriile cronologice formate cu:

» indici statistici cu baza fixa

it (o 1 2 .t . T)
: 1/0 2/0 t/0 T/0
SR U B S Y S &
AL = y(t) - y(0)

» indici statistici cu baza in lant

0 1 2 .. t T
AT 1/0 2/1 t/1-1 T/7-1
y _ 3
- A7 A LA . A

AT =)=y -1)



Indicatori ai seriei de variatie

Intre cele doud tipuri de indici existi urmitoarele relatii de legatura:

« Ficand produsul indicilor cu baza in lant pana la o anumita stare a variabilei t, se obtine in-
dicele cu baza fixa al clasei respective.

Jyo p2n T = y(d) y(2) y(t) _ y(t) _ i/
C o y0) ¥ ye=D ¥0) 7
. Impartind doi indici succesivi cu baza fixa se obtine un indice cu bazi in lant:
It/O _It—l/O _ y(t) . y(t_l) _ y(t) =It/t—1
0 O O ye-D

Indicele statistic ne arata de cate ori se modifica fenomenul analizat. Este marimea cel mai des folos-

ita in caracterizarea evolutiei fenomenelor din economie.
Avénd ca bazd de referinta o serie cronologica se pot elabora serii formate cu:

. diferente relative cu baza fixa

t/0

po B _y0=-y0) _y® 0
9(0) ¥(0) y(0) ¢

0 1 2 ...t .. T
R 170 2/0 0 7/0
y
0 R~ R, . R R

. diferente relative cu baza in lant

0 1 2 .. t T
R/ 1/0 2/1 t/1-1 T/7-1
Y - R R .. R RT
y y y y
t/t-1

Cialsmrh L
e

Aceastd marime la fel ca si indicele statistice, se foloseste frecvent in caracterizarea fenomenelor din
economie.

Daca seria cronologicd analizata este de intervale, se poate deduce seria formata cu greutatea specifica:

(0 1 2 ..t .. Tj

g,:

gy & & - & - 81
t

g =20

> (@)

Seria statisticd de spatiu (teritoriald)

Seria statistica de spatiu este o constructie statistica ce reflecta variatia in spatiu a unei marimi. Se-
ria de spatiu prezinta o importanta din ce in ce mai mare, datoritd dezvoltarii sistemului informational, a
necesitdtii comparatiilor internationale si a comparatiilor intre regiunile unei tdri.

v

In cadrul Anuarului Statistic al Romaniei exista capitole distincte de ,,Statistica teritoriald” si ,,Statis-



v v

ticd internationald”. In capitolul de ,,Statistica teritoriald” sunt cuprinse informatii privind: populatia, forta
de munca, conditii de muncd, veniturile populatiei, cheltuielile si consumul populatiei, locuinte, asistenta
sociala, sanatate, invatdmant, cultura, sport, conturi nationale, rezultate §i performante ale intreprinderilor,
agricultura, silvicultura, industrie, transporturi, posta, telecomunicatii, turism, finante, justitie si starea in-
fractionald, pe cele 7 regiuni si Bucuresti.

La baza seriei de spatiu se gasesc atat marimi absolute (indicator de nivel, diferenta absolutd), cét si
mdrimi relative (indicator relativ de intensitate, indicele statistic, diferenta relativa).

Fie seria statistica Z, de forma urmatoare:
Z'( I IS 8 o O om S ]
ZQ) Z2) Z3) ... Z@G@) .. Z(R)
si — este o stare a variabilei ce exprima spatiul, ;

Z(i) - exprimd o marime (indicator de nivel sau relativ de intensitate).

Plecind de la seria de forma (1.15) se pot deduce seriile formate cu:

. diferente absolute cu bazd fixa:

AS/SO . Sy A\ S, S; Sr
z - 0 As]/so ASZ/SO As,-/so ASR/SO
7 7 7 7

i = 29 (100
Z(0)
. indicii statistici cu baza fixa
7505 - Sy 5 55 T ST
SO (Y LA N SR L N & L
i =@(100)
Z(0)

. diferente relative cu bazd fixa

RS/SO .(SO A S, S; Sr
Z : s1/8¢ Sy /8¢ s; /8o sp /sy
0 R)* RP™ .. RYV™ .. RS

Asi/so
I =—2 =[5 -100
Z(0)

« Din Anuarul Statistic sau alte surse informationale extrageti doua serii cronologice
avand la baza indicatorul de nivel, una de momente, alta de intervale si deduceti
seriile formate cu diferente absolute, indici statistici, diferente relative, cu baza fixa
si cu baza in lant (interpretari).

« Din Anuarul Statistic sau alte surse informationale extrageti o serie de spatiu for-
mata cu indicator de nivel sau indicator relativ de intensitate si deduceti seriile for-

iy
\\ &% |

mate cu diferente absolute, indici si diferente relative, calculate cu baza fixa. Inter-
pretare.

. Extrageti 2 exemple de serii de spatiu ce contin informatii importante pentru do-
meniul economic.



« Produsul intern brut (PIB) al unei téri a crescut in 2006 fata de 2005 cu 12% si a scazut in
2007 fata de 2006 cu 12%. Cu cat s-a modificat procentual PIB in 2007 fatd de 20052

« Produsul intern brut pe locuitor (PIB/loc) este de 32640$ in Franta si de 26380$ in Spania.

Determinati:
a) cu cat la sutd este mai mare PIB/loc in Franta fata de Spania?

b) cu cat la suta este mai mic PIB/loc in Spania decat in Franta?

3. Salariul lui Vasile este de 1530 lei, cu 38,4% mai mic decat salariul lui Ilie. Care este salariul lui Ilie?
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Reprezentarea graficd a unei serii ne da o imagine geometricé (in plan sau spatiu) cu privire la

forma staticd sau evolutia dinamica a fenomenului cuantificat de seria respectiva. Graficul aso-
ciat unei serii constituie o imagine spatiald a fenomenului de cercetat, permitand evidentierea

Definitie rapida a structurii, dinamicii si tendintei de dezvoltare a acestuia. Reprezentarile grafice sunt
folosite atat in scopul cunoasterii populatiei in cauzd, cat si pentru popularizarea unor rezultate din diverse
domenii de activitate.

Elementele unui grafic

Titlul graficului trebuie sa fie scurt, clar si semnificativ pentru continutul fenomenului reliefat
prin seria considerata.

Scara de reprezentare reuneste mulfimea tuturor punctelor cotate. In cazul in care variabila
Citire  inregistreaza valori mici, gradarea scarii incepe in principiu de la zero, dacé variabila inregis-
treaza valori mari se considerd o alta origine stabilita cu aproximatie.

Pentru a nu incérca prea mult desenul, se recomanda reprezentarea pe scara doar a valorilor dispuse
la un anumit interval convenabil ales. Distantele dintre doua puncte cotate consecutive se numeste intervalul
graficului. Cand intervalele sunt egale atunci avem scéri uniforme, in caz contrar avem scdri neuniforme.
Scara aritmetica este o scard uniformad in timp ce scara logaritmica sau cea binomiald constituie exemple de
scari neuniforme.

Reteaua graficului permite identificarea cu usurinta in plan sau in spatiu a punctelor corespunzdtoare
valorilor inregistrate de variabilele in cauza. Sistemul axelor rectangulare (in plan sau spatiu) constituie cele
mai uzuale retele in reprezentarea grafica a seriilor statistice.

Semnele conventionale se pot materializa intr-o reprezentare graficd prin inscriptii, fie printr-o legenda.

Inscriptia trebuie sd fie scurtd si semnificativa si plasatd cat mai bine in raport cu elementul din grafic
pe care il expliciteaza.

Legenda se foloseste pentru a explicita folosirea semnelor, culorilor sau diverselor hasuri folosite in
graficul in cauza.

Tipuri de grafice

Histograma. Graficul specific seriilor care au la bazd o variabild continua (de intervale) este
histograma. Aceasta se construieste intr-un sistem de axe rectangulare dupa cum urmeaza:
pe abscisd se trec intervalele de variatie, iar pe ordonatd se traseaza scara frecventelor. Latura

Citire necunoscutd a dreptunghiului, notatd cu Li se determind din urmatoarea relafie:
Li.li=k.Ni

» li = latura cunoscutd a dreptunghiului corespunzator intervalului (xi-1 - xi);

» Li = latura necunoscuta a dreptunghiului corespunzator intervalului (xi-1 - xi);

» Ni = frecventa absoluta a clasei ,,i”;

» k = un coeficient de proportionalitate care se alege in raport cu scara de reprezentare.
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Diagramele de structurd

Punerea in evidenta sub forma graficd a structurii unei populatii statistice este posibila apeland la di-
agramele de structura: dreptunghiul, patratul, cercul si semicercul de structura. Aceste tipuri de grafice per-
mit reprezentarea grafica a seriilor unidimensionale construite cu marimi de structurd (frecvente relative,
greutate specificd). Cel mai des folosit este cercul de structura denumit si diagrama sectoriald (piechart).

Rezultatele alegerilor parlamentare din 3 nov
1996

5.60% 4.90%

B CDR

B PDSR

mUSD

16.10% BEUDMR
PRM

MPUNR

28.70%

Diagramele prin benzi (barchart)

Acest tip de grafic utilizeaza benzile (barele), pentru a reprezenta distributia unei populatii in raport
cu o variabila cantitativa discreta sau calitativa. Benzile au aceeasi latime (bazd), iar lungimea (inal{imea) lor
este direct proportionala cu frecventa clasei reprezentate. Numarul benzilor este egal cu numarul claselor in
care este impartitd populatia studiatd. De asemenea se pot lua in considerare o variabild sau doua. In reprezentari
se utilizeaza benzi simple sau benzi grupate. Pozitia benzilor poate fi orizontala sau verticala.
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Cronograma

O categorie foarte importanta de serii o constituie seriile cronologice, a caror reprezentare grafica se re-
alizeaza prin cronograme. Trasarea unei cronograme se realizeazd intr-un sistem de axe rectangulare. Se
considera seria cronologica de forma:

o 1 2 ..t .. T
Y:
Yo N1 Va2 e Ve o Vp
unde: 1=0,T, reprezinti momentele (sau perioadele) de timp care se reprezinti pe axa absciselor, iar marimile
yt se reprezintd pe axa ordonatelor. Fiecdrei perechi de valori (t, yt), ii corespunde un punct in planul axelor

rectangulare. Unind prin segmente de dreapta punctele consecutive, astfel determinate, se obtine ceea ce se
numeste cronogramd.

3000000 o
2500000 -
2000000~ *®
1500000 —

1000000 —

500000

0 - 1 - 1 = 1

1993 1994 1995 1996 1997

1998 1999

Cartograma si cartodiagrama

Aceste tipuri de grafice se folosesc frecvent pentru reprezentarea graficd a seriilor statistice de spatiu.
Realizarea unei cartograme sau a unei cartodiagrame presupune conturarea spatiului (sub forma de hartd) in
interiorul ciruia se manifesti fenomenul care este cuantificat de seria de reprezentat. In interiorul hirtii astfel

realizatd, prin diverse culori sau nuante ale aceleiasi culori, prin haguri sau prin diferite diagrame, este evi-
dentiata intensitatea dezvoltarii fenomenului cercetat precum si marimea indicatorilor seriei. Cartodiagrama



constituie o modalitate de reprezentare graficd a seriilor de spatiu, realizandu-se ca o imbinare intre cartograma
si diferite alte tipuri de diagrame, ca de exemplu diagrame prin benzi, cerc, patrat, dreptunghi etc.

Norul statistic

Norul statistic constituie o modalitate de reprezentare grafica a seriilor atributive de repartitie bi-
dimensionale. Se considera o serie bidimensionala de repartitie in raport cu variabilele discrete X si Y. In
sistemul de axe rectangulare xOy se marcheaza toate punctele de coordonate (xj,yi ); i=] I, j=] J

20 —
15~ *® i
|
|
|
10~ "*
|
g
|
S o =
|
0, 2 3 y 5 s

Pentru fiecare tabel de date de mai jos, gasiti un echivalent (alt indicator, altd populatie studi-
atd) in surse de date electronice.

Practica

1. Populatia Romaniei sub 40 de ani pe grupe de varsta

Grupa .
de vérstg (ani) Populafia
0-4 1147065
5-9 1330733
10-14 1737153
15-19 1701881
20 -24 1978835
25-29 1792822
30-34 1698268
35-39 1335039




2. Distributia voturilor electoratului pentru Senat la alegerile din 3 noiembrie 1996:

o
ormagiunea CDR PDSR USD UDMR PRM PUNR
Politica
Voturi
37.0 28.7 16.1 7.7 5.6 49
Obtinute (%)

3. PNB/loc in $ in Romania i alte tari est-europene, in 1998

Tara Bulgaria Cehia Polonia Romaénia Slovacia Ungaria
PNB/loc ($) 4683 12197 7543 6153 9624 9832

4. Numarul total de autoturisme inscrise in circulatie la sfarsitul anului in Romania in perioada 1994-1999.

Anul 1994 1995 1996 1997 1998 1999
Autoturisme | 2020017 2197477 2391869 2605465 2822254 2980014
inmatriculate

5. Un produs a fost lansat simultan pe 13 piete. Pe aceste piete, produsul a fost propus la preturi
diferite (P), veniturile consumatorilor (V) fiind si ele diferite. Pentru fiecare piata s-a inregistrat un anumit
nivel al cererii ©, rezultatele fiind sintetizate in tabelul urmator:

Nr. Crt. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Cerere
©

Pret (P) | 14 5,1 2,5 1,7 1,8 34 | 2,1 1,6 3,6 3,5 1,9 1,8 1,9

154 | 3,2 | 49 | 10,5 | 8,0 5,1 76 | 11,3 | 140 | 64 | 13,2 | 88 | 12,1

Pentru seriile extrase dupa modelul de mai sus, construiti urmatoarele grafice:
- Histograma

« Cercul de structura

. Diagrama prin benzi
« Cronograma

« Norul de puncte

Pentru fiecare din figurile de mai jos enumerati tipul de serie si variabile corespunzator:
» Histograma
» Diagramele de structura
» Diagramele areale
» Norul statistic
» Cronograma
» Cartograma

» Cartodiagrama



MINISTERUL
EDUCATIEI §1
) CERCETARII
STINTIFICE

S,

UNIUNEA EUROPEANA Fondul Social European Instrumente Structurale OIPOSDRU
POSDRU 2007-2013 2007-2013

Investeste in oameni!

Proiect cofinantat din Fondul Social European prin

Programul Operational Sectorial Dezvoltarea Resurselor Umane 2007 - 2013

Axa prioritard 1 ,Educatia si formarea profesionald in sprijinul cresterii economice si dezvoltarii societdtii bazate pe cunoastere”

Domeniul major de interventie 1.2 ,Calitate in invatémantul superior”
Titlul proiectului ,,e-Learning eficient, Individualizat si Adaptiv pentru invatamant la distanta (e-LIADA)”

Contract POSDRU/156/1.2/G/133681

Program:
Statistica descriptiva

Modul: Sistematizarea si prezentarea datelor statistice

Tema: Media aritmetica

® | Cuprinsul secventei - Intelesuri majore ale comunicarii

1.Notiunea de valoare medie
2.Media aritmeticd — definire, mod de calcul, proprietati

® ||. Obiectivele secventei

« Insusirea corectd a notiunilor valoare medie si medie aritmetica.
o Calculul si interpretarea corectd a mediei aritmetice.

® |||. Cuvinte-cheie

Valoare medie, medie aritmetica, proprietafi ale mediei, proprietatea de aditiune a mediei aritmetice.

FONDUL SOCIAL EUROPEAN ROMANIA .
UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA \

Investeste in CENTRUL DE FORMARE CONTINUA, INVATAMANT
LA DISTANTA $I CU FRECVENTA REDUSA

O A M E N I Str lon |.C.Bratianu, nr.20, Cluj-Napoca

Tel.: (00) 40 - 740 - 077521
Fax: (00) 40 - 364 - 815679




Valoarea medie

In vederea definirii parametrului valoarea medie se considerd o populatie statistici studiata in
raport cu variabila cantitativa X si o functie G(x1,x2,...,xR) unde xi, i =1,R , reprezinta starile

variabilei X. Functia G exprima o anumita insusire esentiald, un atribut al populatiei in raport cu
Definitie Variabila X. Aceasta funcfie se numeste functie determinantd. Prin definitie, valoarea medie X a
variabilei X este parametrul care lasa invariantd functia determinanta, adica:

G(x1 3 Xy geees X p ) = G(},},...,})

Aceastd egalitate se intilneste sub denumirea de relatia lui BOIARSKI-KISINI. In functie de forma
analitica a functiei G, din relatie se deduce expresia analitica (indicatorul) de calcul a valorii medii X .

Generalitati privind valoarea medie

Pentru a exemplifica definitia data, se considerd populatia familiilor dintr-o localitate, cercetata
in raport cu numarul de copii. Datele rezultate din observare se prezinta ca o serie de repartitie
)] de forma:
Citire ’

N,) —=

LR

In acest caz, functia determinantd are urmatoarea forma:

R
G(xl,xz,...,xR): le.Ni
i=1

semnificand numarul total de copii din localitatea respectivd. Pentru a gasi numdrul mediu de copii pe familie
se particularizeaza relatia din functia determinantd dupa cum urmeaza

R R ___
in ]vz = ZX'Ni
i=1 i=1

de unde rezulta:

R
. in "N,
X=t—

SN,

i=1

Cunoasterea “naturii” parametrului valoare medie, conduce la o definitie mai completa si plind de

semnificatie. Pentru a infelege semnificatia valorii medii X , trebuie subliniat faptul c3, in general, variafia
unui fenomen, de orice natura, si in particular variatia unei variabile X in raport cu care este cercetatd
o populatie, este determinata de actiunea simultana a doua categorii de factori: factori esentiali si factori
neesentiali. In categoria factorilor esentiali intra acei factori care acfioneazd asupra tuturor unitétilor popu-
latiei in mod continuu si in acelasi sens, determinénd, in principal, nivelul de dezvoltare a variabilei pentru
fiecare unitate componenta din populatie. Factorii esentiali se conjuga in actiunea lor cu factorii neesentiali,
care, in general, au un caracter aleator, sunt numerosi si neuniform raspanditi printre unititile populatiei.
Fiecare din factorii considerati neesentiali actioneaza numai asupra unui anumit numdr de unitati din populatie.
Ca urmare, acestia pot contribiu fie la cresterea nivelului variabilei (pentru unele unitati din populatie), fie la
scaderea nivelului variabilei (pentru alte unitdti din populatie). La randul lor factor ii esentiali nu actioneaza
cu aceeasi intensitate asupra tuturor unitatilor din cadrul populatie considerate, determinand, in acest fel,
variatia neuniforma a variabilei respective in cadrul populatiei.



Se poate afirma ca parametrul valoarea medie a unei serii statistice care are la baza variabila X,
constituie acel nivel pe care l-ar putea inregistra variabila in cadrul populatiei cercetate in conditiile in care
factorii neesentiali nu s-ar fi manifestat, iar factorii esentiali ar fi actionat asupra unitatilor din populatie cu
aceeasi intensitate. Parametrul valoarea medie, calculat pentru o serie statisticd, pune in evidenta ceea ce este
comun, general si esential sub aspectul nivelului de dezvoltare al variabilei, in raport cu care este studiatd o
populatie. In raport cu natura variabilei ce st la baza seriei, cét si a formei de prezentare a indicatorilor cu
care aceasta este construitd, existd mai multe posibilititi de calcul a valorii medii. Functia determinata G, sub
forma sa cea mai generald, are urmatoarea expresie analitica:

R Y&
G(xl,xz,...,xR)=(zxi -f
i=1

Pentru diverse valori ale lui k, in strictd concordanta cu continutul si semnificatia functiei G, se intal-
nesc mai multe tipuri de medii:

» media armonica (k = -1);

» media aritmetica (k = 1);

» media patraticd (k = 2);

» media cubici (k = 3);

» media de ordinul k in general.

In caz concret, valoarea medie reald este aceea care se obtine prin indicatorul (mediu) rezultat prin
aplicarea criteriului relatiei determinante.

Media aritmetica

Media aritmetica este indicatorul cel mai utilizat in calculul parametrului valoarea medie a
unei serii statistice, aga cum rezultd din practica statistica.

\ Se considerd acum doua serii statistice de repartitie, una formata din frecvente absolute, iar
Definitie cealalta din frecvente relative:

X, X,
X :( j X :( j
N; i=LR Js i=1,R

Media aritmetica pentru cele doua serii este data de relatia:

M(X)=)?=%; MX)=X =) xf,

Calculul mediei aritmetice

Daca seria este de intevale, construita cu frecvente absolute avem:

M(x)= %= 25N
Citire ZNJ

Fie o serie de repartitie, care are la bazd o variabild continua X, respectiv,

(‘xi—l - xi}
X:
fi i=1,R




Folosind notatiile:

XX, _

2 1

«s»

unde x, reprezinti mijlocul intervalului “i”, obtinem relatia:
R
MX)=X=3x"f,
i=l1

Relatia ne aratd ca media aritmeticd a unei serii de intervale se reduce la media aritmeticd a unei serii dis-
crete in care clasele sunt reprezentate prin mijloacele intervalelor de variatie.

Proprietati ale mediei aritmetice

1° Media aritmetica a unei constante este egala cu constanta respectiva, adicd, dacd la baza unei
serii se afld o variabila care a inregistrat o singura stare, X = C, atunci aplicand relatia de calcul
a valorii medii se obtine:

Citire M(X)=M(C)=C=C

2° Media produsului dintre o variabila X si o constanta k este egala cu produsul dintre media variabilei X si
constanta respectiva:

M (k- X) :ZR:k-x,.-fi =kix,.-f,. —k-X =k-M(X)
i=1 i=1
3° Media aritmetica a sumei a doud sau mai multe variabile este egala cu suma mediilor acestora:
M(X1 + X2 + ... + Xr) = M(X1) + M(X2) + ... + M(Xr)
4° Media produsului a r variabile doua cate doud independente este egala cu produsul mediilor acestora:
M(X1 - X2 ... XR) = M(X1) - M(X2) ... M(Xr)
5° Proprietatea de adifiune a mediei aritmetice:

Se presupune o populatie care este structuratd in raport cu un criteriu C cantitativ sau calitativ, in P clase, C1,
C2, ..., Cp. Atunci media aritmetica a variabilei X, in raport cu care este studiata populatia, se poate obtine
ca o medie a mediilor variabilei din cele P clase:

X=X/C

6° Media aritmetica a unei serii este cuprinsa intre valoarea minima si valoarea maxima pe care o inregis-
treza variabila X, care std la baza seriei.

Xpin S X <X, 00

min
Aceasta dubld inegalitate rezulta din urmatorul sir de inegalitati:
R R R
mein'Ni in'Ni meax'Ni

X — = <= =YS’:1R—=x
N, >N,

min

-

R
SN,

i=1 i

1l
—_
1l
—_




Calculul mediei aritmetice

Angajatii unei societati comerciale se distribuie dupa salariul lunar cuvenit conform urmétoarei
serii de reparatie continua:

X(m-z,o 20=24 24-78 78-32 92-96 3,6—4,0)

Practica

7 13 18 6 -+ 2

unde variabila X este exprimata in mii lei. Penwtru determinarea salariului mediu pe angajat, se recurge la
transformarea seriei de intervale intr-o serie discretd, dupd cum urmeaza:

v 1,8 2,2 2,6 30 34 38
7 13 18 6 4 2

Salariul mediu se determina astfel:

X = = 2,544 mii lci

6
x -N.

; i ’_1,8-7+2,2-13+2,6-18+3,0-6+3,4-4+3,8-2_12,72
J 50

>,

=i

Presupunem ca este necesara determinarea ponderii agentilor economici, dintr-un anumit judet care
au inregistrat pierderi in anul calendaristic incheiat. Datele inregistrate de la institutiile competente se aran-

0 1
X:
(850 ISOJ

unde starea 1 pentru variabila X corespunde acelor agenti care au inregistrat pierderi in anul considerat.

jeaza intr-o serie alternativd de forma:

Media (ponderea) agentilor cu capital de stat care au inregistrat pierderi se determina astfel:

6

".N.
—_ le " 0-850+1-150 _ 150
iN 1000 1000

i=1

=0,15 (15%)

In judeful considerat, 15% din agentii economici cu capital de stat au inregistrat pierderi in anul
calendaristic considerat.

Pentru o serie de distributie extrasa si utilizata in aplicatiile anterioare, calculati:
. media aritmetica ponderata utilizand frecventele absolute
W 8/ . media aritmetica ponderata utilizand frecventele absolute

S= . comparati rezultatul cu cel obtinut prin media aritmetica simpla si comentati

Pentru o serie de distributie bidimensionald extrasa si utilizatd in aplicatiile anterioare:
» calculati si interpretati mediile distributiilor marginale
» calculati si interpretati mediile distributiilor conditionate

» demonstrati proprietatea de adifiune a mediei aritmetice
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Valoarea mediand

Valoarea mediana, notata cu M, este acea valoare a variabilei cantitative X care imparte
repartitia in doud parti egale, respectiv:
N

FL,M,)=1/2 sau NM,)= I

Definitie

Calculul valorii mediane se face diferentiat, dupa cum seria are la baza o variabila discreta sau continua.

Pentru o repartitie discretd, calculul medianei nu implica probleme deosebite i nici un volum mare
de calcule.
Se considerd o repartitie cu frecvente absolute:

X, X, o X . X

1

N, N, .. N, .. N,

1

In calculul valorii mediane a unei serii discrete, pot apirea doua situatii:
a) volumul N al populatiei este un numar impar;
b) volumul N al populatiei este un numar par.
In ambele cazuri, calculul medianei presupune, in prima faza, determinarea rangului medianei, notat cu T, >

vconform urmatoarei relafii:

1 & .
%=32M:MM&
i=1
a) Daca volumul populatiei N este un numar impar, rangul medianei este un numar zecimal a carui parte
intreagd indicd numarul de unitati din populatie pentru care variabila X a inregistrat valori mai mici ca

mediana. Ca urmare, {%} trebuie sa fie valoarea imediat urmatoare celei de rang %} adica:

(Y

b) Daca volumul populatiei este un numdr par, rangul medianei este un numar intreg si ca urmare la mijlocul

M

seriei nu se mai afld o valoare a variabilei X cu care sa coincidd mediana ci se gasesc doua valori, mediana
calculandu-se in acest caz ca media aritmetica a acestora. Relatia de calcul a medianei, in acest caz, este:

X1+ Xy
HIGED
M, =
2

Pentru o repartitie continua, calculul valorii mediane presupune verificarea egalitatii (2.12) si ca
urmare, trebuie cunoscutd densitatea de repartitie f(x). Determinarea functiei f(x) implicd un volum mare
de calcule si deci, din acest motiv, in activitatea practica f(x) este aproximat. Acest lucru va conduce la o
expresie aproximativa de calcul a valorii mediane, care necesita un volum redus de calcule.

Pentru acesta se considera o repartitie continua in raport cu variabila X, si anume:

Xo =X Xy =X, ... X, —X;

1

N, N, .. N .. N,

1

Xp —X
R-1 R
X:

unde intervalele xi-1-xi, pot fi de lungime egald sau neegala. Calcularea rangului medianei va permite

stabilirea intervalului in care se afld valoarea mediana, interval numit si interval median. Se cumuleazd
frecventele absolute din aproape in aproape pana ce este indeplinita inegalitatea:



N, +N,+..+N, Z%N

Ultima frecventa Ni cumulatd, ne permite sa indicam intervalul median.

[‘xi—l _'xi)

Formula aproximativa de calcul a medianei:

N(Me)_N(xi—l)_(x x )
N- i i-1

1

M,=x_+

» X_, =X, -limitainferioard a intervalului median;
» N,=N,, -frecventa absoluta a intervalului median;

» x;,—x_, =1l -lungimea intervalului median

Valoarea modald

Valoarea modala Mo(X) a unei repartitii reprezinta aceea valoare a variabilei X careia ii corespunde
frecventa cea mai mare.

Acest parametru se mai numeste modul, valoare dominanta, sau moda se noteaza cu Mo.

Pentru o serie de repartitie discreta, data sub forma:

X, Xy e X, . Xp
X: |
(fl 5o fi fJ

Citire
valoarea modala se citeste direct din serie, nefiind nevoie de nici o tehnicd sau formula de calcul. In cazul

acestui tip de serie, valoarea modald va fi acea valoare a variabilei X pentru care frecventa este cea mai mare.
Pentru serii de repartitie continue, respectiv:
e _(xo =X XXy, e X, =X X =X XX e Xpy —JCRJ
/i fr e S h i Sa

Modala nu poate fi determinata direct. Intervalul caruia ii corespunde frecventa cea mai mare, se numeste
intervalul modal si va contine modala. S& presupunem ci intervalul modal este xi-1-xi. Formula de calcul a modalei:

A
Mo(x)=xMo +r+1A1.lM

o

v

Mo - reprezintd valoarea modala;

v

xMo - reprezinta limita inferioara a intervalului modal;

v

A, - reprezinta diferenta dintre frecventa intervalului modal si frecventa intervalului precedent;

v

A, - reprezinta diferenta dintre frecventa intervalului modal si frecventa intervalului urmator;
IMo - reprezintd lungimea intervalului modal.

v

O serie poate avea o singura valoare modala, caz in care seria se numeste unimodala. Daca o serie are mai
multe valori modale, atunci se numeste plurimodala. O serie plurimodala evidentiaza faptul ca populatia in cauza
este neomogena. Calculul valorii modale, in asemenea cazuri, presupune o delimitare mai riguroasa a obiectului



observarii cat si a populatiei care urmeaza sa fie studiatd. O alta cale, care poate duce la eliminarea unui asemenea
neajuns, o constituie comasarea a doud cate doua sau trei céte trei intervale etc., pana se ajunge la o serie unimodald.

Calculul medianei

Urmatorul exemplu, privind calculul medianei unei serii, va permite evidentierea tehnicii de cal-
cul a acestui parametru cét si semnificatia lui. Repartitia angajatilor intr-o societate comerciala, in
raport cu salariul lunar, este caracterizata prin urmatoarea serie:

160—-200 200-240 240-280 280-320 320-360 360-400
7 15 18 6 4 2

Practica X;[

unde valorile variabilei X sunt exprimate in dolari.

Prima etapd in calculul medianei il constituie calculul rangului, dupd cum urmeaza:

& 1 50
By == >N, =—(7T+13+18+6+4+2)="=25
¢ 2O 2 2
Insumand frecventele succesiv pani ce valoarea obtinuta depaseste rangul, rezulti ci intervalul care va confine
mediana este [240-280). Fiind vorba de o serie care are la baza o variabild continud, mediana se determina

conform relatiei:
N(M,)-N(x 25-20 100
() (Me)-zM =240 + 40 =240+ — =251,111%
Ny, ‘ 2
Ca urmare, jumatate din angajatii societatii respective castigd cel mult 251,1118$ si cealalta jumatate castiga
cel putin 251,111$ in perioada in care s-a facut observarea. Relevanta, in acest sens, pare a fi urmatoarea serie

M,=x, +

e

construita, avand in vedere mediana:

160,000 251111 521,111-400,000
50% 50%

care constituie repartitia celor doud jumatati din populatia angajatilor societdtii respective.

Calculul modalei

Reconsiderdm exemplul privind distribufia angajatilor unei societdti comerciale in raport cu

salariul lunar:

(160—200 200-240 240-280 280-320 320-360 360—400
1 g 13 18 6 4 2

Practica

unde variabila X este exprimata in dolari. Calculul valorii modale presupune in primul rdnd gasirea inter-
valului modal.
Frecventa cea mai mare este 18 si ca urmare, intervalul modal este 240-280. Intervalul modal fiind
gasit, se poate aplica relatia de calcul a valorii modale:
Ay 5 200

M, =%y +————1, =240+ 40 =240+ —=251,764%
- P T 12 17

In concluzie, putem afirma ci cei mai multi anagajati ai societatii comerciale respective au un salar lunar in
jur de 251,764 $.



Calculul medianei si modalei

Avénd in vedere populatia societdtilor comerciale supusa observarii concretizata in tabe-
lul urmator, calculatia mediana si modala pentru fiecare din variabilele:
« X1 - capital social;
. X2 - cifra de afaceri;
« X3 - profitul;

Nr Capital social Cifra de afaceri Profitul

1. 8.083.365 2.309.871 0

2. 9.611.744 10.761.787 419.175
3. 10.116.125 7.694.483 467.496
4. 8.053.025 11.561.823 969
5. 2.121.925 2.317.951 80.880
6. 4.678.625 271.610 0

7. 888.490 159.351 0

8. 1.566.623 5.747.524 1.097
9. 1.076.050 5.377.189 17.363
10. 2.152.325 4.400.044 8.681
11. 2.990.126 871.025 0
12. 510.285 773.886 38.935
13. 507.277 330.839 0

14. 4.845.214 5.359.855 12.436
15. 5.963.750 9.931.327 90.223
16. 3.410.000 5.387.876 13.238
17. 6.270.418 541.334 0

18. 2.007.911 91.896 976
19. 3.354.625 6.855.127 145.649
20. 7.546.425 9.345.803 225.865
21. 4.116.425 3.720.863 375.052
22. 4.629.025 8.000.906 400.575
23. 6.848.825 176.728 1.960
24. 9.709.000 3.864.087 1.087
25. 520.686 542.748 0
26. 2.086.534 37.793 0
27. 1.891.958 988.769 62.668
28. 3.114.550 2.812.349 78.300
29. 5.389.225 12.456.122 390.659
30. 5.874.950 6.240.445 23.583
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Rolul parametrilor variatiei

Intensitatea diferitd cu care se pot manifesta factorii esentiali cét si sensul contrar cu care pot
actiona factorii neesentiali in raport cu fiecare unitate a unei populatii statistice provoaca nivele
diferite inregistrate de variabile in raport cu care este studiata populatia. Problema mdsurarii

Citire  Variafiei unei variabile cantitative este importantd pentru a vedea in ce masura valoarea medie
a acesteia poate reprezenta intrega populatie.

Daca abaterile de la valoarea medie sunt neesentiale atunci se poate afirma cd populatia este omo-
gena si ca acest parametru poate reprezenta tendin{a centrald, iar daca aceste abateri sunt mari atunci popu-
latia este eterogena si valoarea medie nu are capacitatea de a reprezenta populatia. Parametrii variatiei se pot
calcula atit sub forma absoluta cat si relativa, si masoard impréstierea valorilor unei variabile cantitative fatd
de valoarea medie sau valoarea mediana.

Definirea abaterii medii patratice si a variantei

Abaterea medie patratica, notata cu ox , se defineste ca fiind media patratica a abaterilor valo-
rilor variabilei X, de la valoarea medie X , adici:

o, =|M(X-X)?

Definitie  Un calcul intermediar in aflarea acestui parametru, il constituie calcularea pétratului abaterii

medii patratice, care se numeste varian{a si are urmatoarea expresie de calcul:

ol=MX-X)"=V(X)

Modul de calcul al abaterii medii patratice si al variantei

Varianta fiind un calcul intermediar in aflarea abaterii medii patratice, in cele ce urmeaza se va
prezenta modul de calcul al acesteia.

Relatia de calcul a variantei se particularizeaza in raport cu tipul seriei. In cazul unei serii care

citire  arelabaza o variabila X discretd, conform definitiei, varian{a are expresia:

R

Z(“xi _})2 "N,
2 i=1 -
2N,

o =
i=1

X

In cazul unei serii care are la baza o variabild X continua, varianta se calculeaza conform urmatoarei relatii:

xR

o2 = [k=X) -/ (x)-ax

X
a carei aplicare presupune cunoasterea densitatii de repartitie f(x).

Pentru o serie data, varian{a calculatd nu are interpretare, dar dacd se extrage rddacina pétrata din
acesta se obtine un numadr care se exprima in aceleasi unitati de masura ca si variabila de la baza seriei. Acest
numar (valoare) reprezinta abaterea medie patratica, simbolizand cu cat se abate in medie in plus sau minus
orice valoare xi a variabilei X de la valoarea medie X .

Parametrul abaterea medie patratica se poate exprima si sub forma relativd, caz in care se numeste
coeficientul de variatie Pearson, si se noteazd cu Vx. Expresia de calcul este:



v =% .100%
X

X

si reprezinta abaterea medie a orcarei valori a variabilei X de la valoarea medie, considerata egald cu 1 sau 100%.

Coeficientul de variatie a lui Pearson calculat pentru doud sau mai multe serii, poate fi folosit in apre-
cieri comparative privind gradul de reprezentativitate a valorii medii calculate. Deoarece gradul de reprezen-
tativitate a valorii medii este in raport invers cu méarimea coeficientului de variatie a lui Pearson, se poate
afirma, in cazul mai multor serii, ca este mai reprezentativa valoarea medie a acelei serii pentru care Vx este
mai mic. In concluzie, trebuie retinut ci parametrul abaterea medie patratici sub forma absoluti ox si sub
forma relativa Vx sunt indicatori fundamentali utilizati in masurarea variatiei unei variabile.

Proprietati ale variantei

1. Varianta unei constante este egala cu zero. Luandu-se X = C si aplicand relatia de calcul a
variantei se obtine:

V(X) = V(C) = M[(C-C)2] =M(0) =0

Citire ) Varianta unei variabile X este independenti de schimbarea originii. Tinand cont de definitia
variantei avem:

V)=M®Y -Y)* =M[ X —x,)-M(X -x,] % =
=SM(X —xy—X+x,)> =M(X-X)* =V (X)
Daca intre douad variabile Y si X exista urmatoarea relatie liniara:
Y =a-X+b
atunci are loc urmatoarea egalitate:
V(Y) =a2-V(X)
Conform definitiei variantei, se poate scrie:
V(Y)=M(Y-Y)’
Valoarea medie a varibilei Y este:
MX)=Y=M(a-X+b)=a-M(X)+b
care inlocuitd ne conduce la:
v(r)=m(y-Y) =M(a-X +b-a-M(x)-bY =
=M(a(x—Mx) > =a*M(X-X)> =a* -V (X)

3. Varianta unei variabile, se poate exprima cu ajutorul diferentei dintre momentul de ordinul doi si
patratul momentului de ordinul intai al variabilei, adica:

y(x)=m(x* )=~ (m(x)y
Urmatorul calcul simplu ne conduce la egalitatea de mai sus:
v(X)=Mx-Xf =MX*-2X X+ X)=MX)-2-X MX)+ X
“MX)=2X +X =MX)-X =MX>)-(M(X)?
4. Varianta sumei a doua variabile dependente este egala cu suma variantelor celor doud variabile
plus covarianta dintre cele doua variabile:

v(x+7)=v(x)+r(r)+2m(x -x)r-7)



5. Regula de adunare a variantelor. Se considera o serie de repartitie, care are la bazd variabila X, iar
populatia respectivda de volum N este impartita in R clase in raport cu un criteriu C. Se demonstreaza ca
varinta in intrega populatie, care masoard variatia totald in raport cu X, este egala cu suma a doud variante
din care una masoard variatia in cadrul grupelor, iar cealaltd variatia dintre grupe. Variatia lui X in cadrul
populatiei cercetate se compune din variatia in cadrul celor R grupe datorata actiunii factorilor neesentiali
si variatia de la o grupd la alta datorata actiunii factorilor esentiali care nu actioneaza cu aceeasi intensitate
asupra unitatilor din populatie. Notand cu:

2 . 11 . o . o o A o L. o o o o .
» o, - varianta variabilei X in grupa “i” care masoara imprastierea in aceastd grupa provocatd de factori
neesentiali;

2 . . o VI o - o .
> 0 - varianfa dintre grupe, care masoard imprastierea de la o grupa la alta;
2

> O

X,

- media variantelor grupelor, care méasoara variatia medie in cadrul celor R grupe;

s

» X, - media din grupa “i’;
proprietatea enuntata mai sus se rezuma la urmatoarea egalitate:

2 2 2
o, =0y +0y,
Se considera populatia agentilor economici care isi desfasoara activitatea intr-o anumita zona
geografica. Seria de distributie a celor 1160 de agenti economici in raport cu profitul realizat este:

(0—50 50-100 100-150 150-200 200—250]

170 250 350 260 130

unde variabila profit X are valorile exprimate in milioane lei.

Profitul mediu este:
?— 25.17+75-25+125-35+175-26+225-13 _ 14,100

- =121,55 millei
116 116
Varianta calculatd conform definitiei este:
5 —
> -X-¥,
0')2( =l e 3 =
2N,
i=1
 (25-121,55) -17+(75-121,55) - 25+(125-121,55) -35 .

116
, (75-121.55)° 26 +(225-121.55)".13 _
116 -
(96,55 -17+(46,55) -25+(3,45) -35+(53,45) - 26 +(103,45) -13
116

~426.465,68

=3676,428
116

de unde:

Oy =02 =4/3676,428 = 60,63 mil lei

Valoarea obtinuta pentru ox de 60,63 mil. lei reprezintd cu cét se abate in medie profitul fiecarui
agent economic de la profitul mediu considerat de 121,55 mil. Lei.

Abaterea medie patraticd exprimata sub forma relativa, prin intermediul coeficientului de variatie
Pearson este:
Vy= X 100% = ﬂ-100% ~ 49,86%
X 121,55

d

reprezentand abaterea medie in procente a profiturilor inregistrate de cei 1160 de agenti economici de la
profitul mediu.
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Tipologia legdaturilor dintre variabile

In capitolul de fatd ne propunem abordarea unor metode statistice

caracteristice studiului seriilor multidimensionale. Scopul acestora

este de a identifica si utiliza eventualele legaturi care se pot mani-
Citire  festa intre doua sau mai multe variabile. Ne pot interesa: existenta
legaturii, intensitatea acesteia, forma functionala a legdturii, parametrii §i reprezen-

tativitatea ei privind fenomenul cercetat. e 2. operaa e Porque

01 lei também 1o h trans-

Problematica legaturilor dintre variabile este foarte curent intalnita in o
economie. Spunem ca salariul unui angajat este in functie de productivitatea
muncii sale, vechimea in muncd, responsabilitatea activitatii sale, etc; sau cererea
dintr-un produs este in functie de pretul produsului, venitul consumatorilor, etc. De fiecare
data, atat in teoria economica, cat si in aplicatii se intalneste expresia “fie functia cererii...” In realitatea
economica insa, aceastd functie nu se dd, nu se cunoaste, ci trebuie estimata pornind de la o bazd de date.
Aceasta problema de estimare a unei functii si alte probleme colaterale ei fac obiectul acestui capitol. Pentru
a putea aborda studiul legaturilor dintre variabile trebuie s stim in primul rand daca exista sau nu o legatura

intre variabilele studiate (sau intre fenomenele pe care acestea le reprezintd) si care este natura acestora.

Definirea legdaturii nule

Legatura nula. Semnificd lipsa oricdrei legaturi intre doua sau mai multe fenomene sau varia-
bile care cuantifica fenomenele. De exemplu, o legatura nula se manifestd intre indltimea unui

angajat si salariul acestuia sau intre produsul intern brut al unei {ari si varsta primului ministru.
Definitie Din punct de vedere statistic, spunem ca intre doud variabile X §i Y exista o legdtura nuld, sau

nu exista legatura, daca cov(x,y)=0.

Definirea legaturii deterministe

2. Legdtura deterministd. Spunem ci intre variabilele X §i Y existd o legatura determinista

daca unei valori a lui X ii corespunde o singura valoare a lui Y. Astfel de legéturi se intalnesc
\ in special in fizicd, unde de exemplu viteza este egala cu distanta impartita la timp: v=d/t,
Definitie sau forta este egala cu masa inmultita cu acceleratia: F' =m - a . Astfel de exemple exista si in
economie, unde rata profitului este egala cu profitul impartit la cifra de afaceri: r, = z/C.4.-100% . Legatura
este determinista pentru ca variabila este perfect determinata de celelalte doud: 7 si C.4. Adicd pentru o
anumita valoare a profitului si o anumita valoare a cifrei de afaceri nu putem avea decét o singura valoare a
ratei profitului.

Definirea legdturii statistice

3. Legatura statistica. Se mai numeste si stocastica sau probabilistd. Este tipul de legatura cel
mai des intélnitd in stiintele sociale, deci si in economie. Fiecarei valori a variabilei X ii corespunde

\ o distributie de valori ale variabilei Y. Matematic, o astfel de legitura se exprima sub forma
Definitie Y =./(x)+¢&,undeam notatp rin & componenta aleatoare reziduald, datoratd actiunii asupra
lui Y a celorlalti factori decat X.

Desi s-ar putea spune ca prin luarea in considerare a tuturor factorilor care influenteaza variabila
Y, legatura este intrinsec determinista, in stiintele economice vom intalni aproape intotdeauna un numdr



foarte mare de factori, care nu pot fi identificati si cuantificati in totalitatea lor. Asfel, functia care il expliciteaza
pe Y are doud componente: una determnista, f(x,%,,..%,), cuprinzand variabilele cuantificabile de care de-
pinde Y, si una aleatoare, &, cuprinzind variabilele ce nu au putut fi cuantificate.

Aspecte punctuale privind legdaturile statistice

Studiul legaturilor dintre variabile s-a dezvoltat intr-o disciplind aparte, numita econometrie.
In capitolul de fatd nu ne propunem deci decat o introducere in aceasti problematici, fird a

aborda elemente de inferenta statistica specifice acestor legituri. In cele ce urmeazi vom prezenta
Citire  cateva aspecte legate de variabile si fenomenele reprezentate de acestea, probleme atat de na-
tura aparatului statistic utilizat, cit si de aplicabilitatea lui in contextul economic.

1. Natura probabilista a legaturilor. Aceasta natura are ca urmare un anume grad de nedeterminare
ceea ce duce la o dificila identificare a corelatiilor dintre variabile. Nedeterminarea partiald se datoreaza
multitudinii factorilor care determind un anumit fenomen. Mecanismul proceselor economice este adeseori
deosebit de complex, presupunédnd existe nta unui numar foarte mare de factori de luat in considerare. Struc
turile cauzale se pot dovedi a fi complicate, cauza unui fenomen depinzénd la randul ei de o altd cauza. De
asemenea legaturile pot fi atat univoce cat si biunivoce, doud variabile putand fi in acelasi timp cauza si
efect. De multe ori chiar teoria economica poate clarifica situatia, mecanismul formarii cererii de exemplu
fiind explicat prin pret si venit. In alte cazuri ins, din lipsa unei teorii pertinente intr-un anumit domeniu
se poate incepe prin instrumentul statistic, iar daca anumite ipoteze formulate se adeveresc prin efectuarea
observatiilor, se incearcd o justificare economica a rezultatului gasit. Aceastd din urma cale poate fi totusi
periculoasd daca explicatia economicd nu este gasitd, deoarece din punt de vedere statistic se poate identifica
o corelatie puternica intre doud variabile aparent fara nici o legaturd intre ele, deoarece se realizeaza prin
intermediul unei a treia variabile, care poate fi cauza comunai a celorlalte doua.

Toata aceastd argumentatie mai sus expusa nu este facutd cu scopul de a incurca §i mai mult cititorul,
ci pentru a atrage atenfia atat asupra coplexitatii problematicii acestui capitol, céit si a modului de utilizare
a aparatului statistic ce urmeaza a fi expus, nu intr-un mod mecanic, dupd o anumita retetd, ci in stransa
legatura cu teoria economica.

2. Variabilele endogene, exogene si reziduale. In studiul legdturilor dintre fenomene intervin mai
multe tipuri de variabile, dupa rolul jucat de ele in functia care expliciteazd legatura. Variabila efect, cea pe
care dorim sd o explicim prin intermediul altor factori se numeste variabila endogend (sau explicata sau
dependenta) si obisnium sa o notdm cu Y. Factorii de influentd (cei cuantificabili), variabilele prin care ex-
plicitam fenomenul, se numesc variabile exogene (sau explicative sau factoriale).

Obisnuim sa le notdm cu X, X,,..,X,. Variabilele care au influentd asupra fenomenului cercetata,
a variabilei endogene, dar care nu pot fi identificate sau cuantificate, se grupeaza sub forma unei variabile
reziduale, notata cu ¢.

Identificarea variabilelor explicative in scopul studierii influentei lor asupra celei dependente se ba-
zeaza pe cunostintele si experienta specialistului in domeniul cercetat, dar si pe metode statistice specifice.
In economie majoritatea legaturilor intre variabile sunt cunoscute pornind de la teoria economici. Totusi,
fiecare situatie economicd concretd poate presupune o alta intensitatea a legaturii, o alta influentd a fiecarui
factor asupra variabilei enndogene. In alte cazuri insa, dependentele teoretice nu se cunosc, ci trebuie iden-
tificate pe baza observarii fenomenelor studiate. Aceste fenomene vor trebui insa urmadrite in timp pentru a
verifica dacd legatura este una conjuncturald sau {ine de un anumit mecanism economic.

In functie de situaia concreti in fiecare domeniu sau caz, in alegerea variabilelor explicative se poate
proceda in doud moduri:



a) Introducerea succesiva a variabilelor in model (functie). Pentru inceput se aleg variabilele presu-
puse a fi cele mai semnificative. Daca fenomenul cercetat nu este suficient de bine explicat de acestea, se mai
introduc variabile pana la obtinerea unei functii satisfacatoare.

b) Eliminarea succesiva a variabilelor din model. Dacé functia care contine toate variabilele expli-
cative (sau potential explicative) este prea “incarcatd’, se poate renunta la o parte din ele, care se dovedesc
neesentiale, adica explicd o prea mica parte din fenomenul cercetat.

Alegerea uneia sau alteia din metode poate depinde si de scopul cercetarii. Scopul studiului trebuie
sa ne indice precis variabila de explicat si ne poate sugera unele variabile explicative. Alegerea acestora
insd, poate sa fie conditionata de bugetul alocat care sa nu permitd o extindere prea mare a numarului lor.
In acelasi timp un numir mare de variabile explicative explicd mai bine un fenomen, dar face modelul mai
complicat, mai dificil de inteles si utilizat. Scopul este deci identificarea unui model cat mai simplu, dar care
sa cuantifice cat mai mult variatia explicita.

3. Multicoliniaritatea. Asa cum am mai precizat, un model cuprinde o variabila de explicat Y si cite-
va variabile explicative X, X,,...,X, . Acestea din urma trebuie sa fie independente intre ele, dar corelate cu
variabila dependentd. In cazul in care conditia nu este indeplinita, apare fenomenul de multicoliniaritate.
Neluarea in considerare a acestuia duce la erori de estimare si dificultati de utilizare a modelului. De exem-

plu, nu putem sti cum se modifica Y la o modificare a unei variabile factoriale oarecare X, in conditiile in
care celelalte raman constante. Corelatia dintre ele nu permite modificarea uneia fara modificarea celorlalte.
In acest fel, nu putem simula prin functie o anumiti situatie prin modificarea valorilor variabilelor factoriale
si studiul impactului acestor modificari asupra celei endogene. Eliminarea multicoliniaritatii se face prin
renuntarea la unele variabile intre care existd corelatii. Putem proceda astfel, deoarece nu se pierde toatd in-
formatia continuta in ele, ea existand de asemenea in mare parte in variabilele raimase. Nu trebuie exageratd
totusi eliminarea, deoarece duce la o mai proasta specificare a variantei explicate.

4. Masurarea variabilelor. Variabilele din model trebuie exprimate in aga fel inct sd permita o cat

mai usoara si corectd prelucrare, estimare si utilizare. Este vorba atit de unitatea de masurd, cat si de indica-
torul in care sunt exprimate. Nu sunt rare situatiile in care este preferatd utilizarea diferentelor

relative si absolute, a indicilor, logaritmilor, exponentilor, etc.

Este o etapa care urmeaza in mod firesc dupa stabilirea vari-
abilelor din model. Si aici in majoritatea cazurilor teoria economica este cea care ne fur-
nizeazi si forma legturii. In multe situatii ni se pare normal ca relatia dintre factori

trebuie sa fie aditiva, multiplicativa, exponentiald, etc, sau dupa o functie compusa.

Enumerdm aici cu titlu de exemplu functiile Cob-Douglas, Tornquist, Philips. In

cazul in care tipul relatiei matematice nu este precizat, acest rol revine instrumentului

statistic. Cea mai simpla metoda o constituie utilizarea unui grafic adecvat punerii in ev-

identa a formei legaturii. Totusi, concluziile obtinute pe baza metodelor statistico-matem-

atice trebuie corelate cu teoria economoca, pentru cd putem trage adeseori concluzii pripite, \

datorate unor valori conjuncturale ale variabilelor, cu un rol foarte mare al factorilor reziduali.

6. Calitatea datelor. Datele ce se afla la dispozitia utilizatorului au de asemenea o mare importanta.
Calitatea proasta a acestora poate deteriora rezultatele modelului, chiar in urma parcurgerii reusite a etapelor
construirii acestuia.

Un aspect al calitatii datelor il reprezintd numarul de observatii, acuratetea si corectitudinea culege-
rii si inregistrarii lor. O functie va fi cu atat mai buna cu cat se bazeazd pe o bazd de date mai importanta.
Ne putem usor imagina ce concluzii eronate am putea sa trgem dintr-o functie care explicd intentiile de vot
pentru un candidat sau partid in functie de diverse variabile proprii electorului ca varsta, profesia, venitul,
etc, daca studiul are loc pe folosind date cu privire la trei persoane. Un alt aspect il reprezinta omogenitatea




plicate pe baza acelorasi variabile. Pentru populatii foarte eterogene se poate dovedi benefica o impartire a
acestora in clase si construirea unui model in fiecare clasi. In cazul (si este cel mai des intalnit) in care datele
provin dintr-un esantion este necesara urmarirea reprezentativitatii esantionului pentru populatia din care
a fost extras. Altfel, rezultatele modelului nu pot fi extinse pentru intreaga populatie. Luand acelasi exemplu
de mai sus, ne putem imagina ce concluzii am putea trage la nivelul intregului electorat daca datele disponi-
bile s-ar referi numai la un singur segment de varstd sau venit.

Etapele parcurse in modelarea legaturilor

Analiza legéturii dintre variabilele unei repartitii multidimensionale presupune abordarea ur-
matoarelor probleme, care se pot constitui i in etape ce trebuie parcurse in demersul statistic

necesar: Aceste etape pot fi parcurse integral sau partial, in functie de natura variabilelor. Pent-

Citire  ruvariabilele calitative nu vor fi parcurse (in statistica descriptivd) decat primele trei, deoarece
posibilititile de prelucrare sunt mai reduse. In schimb, toate cele sase etape pot fi parcurse in cazul variabilelor
cantitative.

1. Organizarea rezultatelor observarii populatiei sau esantionului in raport cu variabilele cercetate
2. Analiza statisticd a existentei legaturii

3. Analiza statistica a intensitatii legaturii sau a gradului de asociere dintre variabilele observate
4. Formularea unor ipoteze cu privire la forma matematica a legaturii

5. Estimarea parametrilor functiei de regresie

6. Analiza reprezentativitatii functiei de regresie
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Tipologia legdaturilor dintre variabile

Un prim instrument ce ne std la indeméana este tabelul de corelatie, un tabel cu doua intrari,
reprezentand o repartitie bidimensionald. Modul de constructie al unui astfel de tabel se cunoaste
de la seriile statistice. O prima ipoteza asupra existentei sau inexistentei legaturii ne este furnizata

Citire  de metode pur descriptive, ca studiul tabelului de corelatie sau a norului de puncte asociat.

Urmirim daci frecventele absolute N j lau valori apropiate in tot tabelul, caz in care nu existd
legaturd intre variabilele X si Y, iar norul de puncte asociat prezintd o repartizare omogena a punctelor pe
domeniul de valori al variabilelor. Daca frecventele se repartizeaza dupa una din diagonale sau o curba oare-
care sugerand existenfa unei legaturi, norul de puncte asociat prezinta o grupare a punctelor dupa o anumita
forma (o dreapta sau o curbd). Cu cit norul de puncte este mai grupat, cu atat ne putem astepta mai mult la
existenta unei legaturi.

Metodele descriptive amintite anterior sunt imediate si usor de utilizat, dar nu pot stabili clar existenta
sau inexistenta unei legdturi. Pentru aceasta, ne vom folosi de metode cantitative, din care cea mai utilizata
este y*. Dupi cum vom vedea, aceasta utilizeazi doar frecventele ca informatie numerica. Evident, pentru
variabilele cantitative, existenta starilor numerice permite folosirea unor metode care sa tina cont de acestea.

X X, X, e X, e X, Total
Y
. N
Y N, Ny, Ny v N,,
v, N, N, : N : Ny N,
¥, N, e : N, . N, N.,,
Y1 Ny N i Ny ‘ Ny N,
Total N. N, . N, . N,. N

Metoda consta in esenta in a compara frecventele absolute observate cu cele teoretice corespunzatoare cazu-
lui in care nu exista legatura. Frecventele teoretice se vor calcula facand apel la teoria probabilitatilor. Aso-
ciem tabelului o urnd cu N bile, reproducand structura populatiei in raport cu variabilele X si Y. Consideram

N, bile cu inscriptia (7, j) . Dacé evenimentele X =x, ¢i ¥ =y, suntindependente, putem scrie:
N- No j *
P(X:xi;Y:yi):P(X:xi).P(Y:yi):ﬁ' N/:Pij

notand cu P; produsul probabilitatilor celor doua evenimente. Putem astfel calcula toate frecventele teo-

retice. Suma lor fiind egald cu 1, ele vor fi comparabile cu frecventele relative empirice. Pentru a le putea
compara cu frecventele absolute, le vom inmulti cu N. Astfel:

N, N.-N.,
Nl_*_=pl_f‘.N=&. JON=_" "%
Y N N N

unde sunt frecvente absolute teoretice. Obtinem deci doua tabele, unul cu frecventele absolute reale, ob-

servate N; si altul cu frecventele absolute teoretice corespunzitoare cazului in care nu existd legatura intre
variabile. Dacd intre acestea nu exista nici o diferenta, concluziondm ci nu existd legaturd intre variabile.
Va trebui insd sd ne bazdm in aprecieri pe o masura globald a distantei dintre cele doua tabele, respectiv ale
frecventelor teoretice si empirice.



Definirea testului »?

Definim testul ca o mdsurd a distan‘;ei dintre cele doua tabele, astfel:

. I J Ny)
b4 =ZZ

Definitie EV=R

o o o . B .. o . . 2 . o A
Observam ca daca N, = N, ,Vi=1,..,1j=1,..,Jnu exista legatura, iar y° =0. Dimpotrivd, cu cat
.. . o . . N 2 . . . .
frecventele empirice difera mai mult de cele teoretice, cu atat y~ ia valori mai mari.
Ca o concluzie, distingem cele doua cazuri:
1) Dacd y? = Onu existd legdtura intre variabile
2) Dacd y* > 0 existd legitura intre variabile

In statistica descriptiva ne limitim doar la a judeca egalitatea sau nonegalitatea cu zero. In realitate
insd, pentru a garanta cu o anumiti probabilitate existenta legiturii, y* trebuie sa depdseascd un anumit
prag. Acesta ne este dat de statistica inferen{iala prin legea de probabilitate y*. Astfel,

J (N, —N
x Z )

=1 j=1 [j

este o variabila y* cuy=(/—-1)(J —1)grade de libertate. Vom compara deci valoarea calculata a lui »* cu
. < 2o 2 . DSV I
valorile tabelate. Daca X~ > X, putem afirma cu un risc de eroare p ca existd legiturd intre variabilele X
si Y. Valoarea tabelati o privim ca pe un prag peste care trebuie si treacd valoarea calculati alui > pentru
a accepta cu o anumita probabilitate existenta legaturii. Cu cat riscul de eroare dorit este mai mic, cu atat
(43 » . . . - 2 .
pragul” va fi mai exigent, adica Xu»(.») va avea o valoare mai mare.

Definirea coeficientului de asociere Pearson

Coeficientul de asociere Pearson se bazeaza pe metoda utilizata la existenta legaturii, folosind
frecventele absolute din tabelul de corelatie. Se poate utiliza ca 0 metoda rapida (aceasta fa-
cilitate exista chiar si in soft-urile de birotica cum ar fi Microsoft Excel) si pentru variabilele

Definitie cantitative, dar se pierde o parte din informatie prin neutilizarea starilor numerice ale acestora.
Relatia de calcul a coeficientului este:

2

c=|-%—
N+y

unde N este volumul populatiei. Ne intereseaza care sunt limitele acestui coeficient, pentru a-i putea aprecia

. . . .. o 2 o o o . . g o e
valorile numerice pe care le ia. Reamintim ca y~ este o masura globald a distantei dintre doua repartitii: cea
observatd si cea teoretica corespunzatoare cazului in care nu exista legdturd intre variabile.

» daci x> =0atunciC =0
» dacid y> > atunciC — 1

Caurmare, y° €[0;1)
Interpretarea gradului de asociere (intensitatii legaturii) pe baza coeficientului este urmatoarea:

» dacd C = 0legatura este nula (lipsa legdturii)

» dacdC €(0;0,3)legitura este de intensitate slaba



» dacaCe[0,3;0,7)legitura este de intensitate medie
» daca legitura este de intensitate puternica

Desigur aceste limite nu trebuie interpretate intr-o maniera foarte rigida. O legatura este tot medie
atat la 0,35 cat si la 0,68. Prezinta mai mult interes compararea intensitétii legaturii dintre aceleasi doua variabile
pentru aceeasi populatie in momente de timp diferite sau pentru populatii similare.

Calculul medianei

Urmatorul exemplu, privind calculul medianei unei serii, va permite evidentierea tehnicii de
calcul a acestui parametru cat si semnificatia lui. Repartitia angajatilor intr-o societate comer-
ciald, in raport cu salariul lunar, este caracterizata prin urmadtoarea serie:

Definitie X(l60—200 200-240 240-280 280-320 320-360 360—400)

7 13 18 6 4 2

unde valorile variabilei X sunt exprimate in dolari.

Prima etapd in calculul medianei il constituie calculul rangului, dupa cum urmeaza:

= 1 50
Ty, =5-ZN,, =5(7+13+18+6+4+2)=7=25
i=1

Insumand frecventele succesiv pani ce valoarea obtinuta depaseste rangul, rezulta ci intervalul care
va contine mediana este [240-280). Fiind vorba de o serie care are la baza o variabild continud, mediana se
determina conform relatiei:

N(M,)-N(xy ) 25-20 100

M, =x, + I, =240+ 40 =240+ — =251111$
e Ny, : 9

e

Ca urmare, jumatate din angajatii societatii respective castiga cel mult 251,111$ si cealalta jumatate
castigd cel putin 251,111$ in perioada in care s-a facut observarea. Relevantd, in acest sens, pare a fi ur-
matoarea serie construitd, avand in vedere mediana:

160,000—-25L111 521,111-400,000
50% 50%

care constituie repartitia celor doua jumatati din populatia angajatilor societatii respective.

Calculul existentei si intensitatii legaturii

Dintre societatile comerciale cotate la Bursa de Balori Bucuresti am extras un esantion de 34
societdti. Sa se studieze existenta si intensitatea legaturii dintre variabilele in raport cu care s-a
facut observarea: X — domeniul de activitate al firmei i Y - riscul actiunilor societatii.

Definitie

X
. Industrie Financiar-Bancar Alte Domenii Total
Mic 3 1 7 11
Mediu 10 2 4 16
Mare 2 5 - 7
Total 15 8 11 34




Avem astfel distributia empiricd (observata) a societétilor in raport cu cele doud variabile. Indicatorul
de la baza seriei este frecventa absoluta:

Nu:3 N12:] Ny, =17
N, =10 N,=2 N,,=4
N, =2 N,, =5 N,, =0

Deducem frecventele absolute teoretice, corespunzatoare cazului in care nu exista legatura intre variabile:

]\/1*1 =ﬂ=4,85 ]\]1*2 :Ezz,sg ]\[1*3 :w =3,56
34 34 34

N, L0l 7,06 N, _ L4 =376 N, =—16'”=5,18
34 34 34

N, = 715 309 N, = 78 1,54 N, = 7'—112,26
34 34 34

Scriem si sub forma tabelara aceastd repartitie teoretica:

X
. Industrie Financiar-Bancar Alte Domenii Total
Mic 4,85 2,59 3,56 10
Mediu 7,06 3,76 5,18 16
Mare 3,091 1,65 2,26 7
Total 15 8 11 34

Calculam distanta dintre cele doua tabele:

_ 2 _ 2 _ 2
2 _(3-485  (1-259° (7-356)°

485 2,59 3,56
= 2 - ? — :
L (10-7.000 | (2-376)  (4-518)" |
7,06 3,76 5,18
— 2 - z — "
L2309 (5-165)° | (0-226) _, -,
3,09 1,65 2,26

7> > 0 deci existi legitura intre variabile la nivel de esantion
Pentru a verifica dacd legdtura exista si la nivel de populatie, facem apel la valorile tabelate ale
distributiei de probabilitate y7.
1=3.7=3.p=(3-1(3-1)=4
» pentru p=5% , yon =9,49, x* > 2, decicu un risc de eroare de 5% acceptim existenta legaturii
intre cele doua variabile

» pentru p =1%, ;{; , =13,28, 7> )(i?b deci cu un risc de eroare de 1% acceptam existenta legaturii
intre cele doua variabile

Intensitatea legaturii:

2 1
» coeficientul de asociere al lui Pearson: C = £ > C= ﬂ =0,57
N+y 34+16,77

legatura dintre cele doud variabile este de intensitate medie.
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Specificul legaturilor dintre variabilele ordinale

Variabilele ordinale sunt tot variabile calitative, dar ale caror stari sunt ierarhizabile. Ca exem-
plu putem da inteligenta sau performantele fizice ale indivizilor, atractivitatea unei firme sau a

unei tari din punctul de vedere al investitorilor, renumele firmei, etc. Un grup de firme se poate
Citire  ordonain raport cu renumele, dar pentru aceastd variabild nu exista o unitate de masura foarte
obiectiva, astfel incét sa putem spune ca o firma este de 2,7 ori mai renumitd decat alta.

Ordonarea unitatilor populatiei in raport cu starile variabilei aduce un plus de informatie fatd de variabilele
calitative neordinale, informatie ce poate fi valorificata prin construirea unor coeficienti specifici lor care sa
aprecieze intensitatea legdturii.

Coeficient de corelatie a rangurilor Kendall

Presupunem o populatie de volum n observata in raport cu m variabile. Unitatilor statistice
li se atribuie ranguri in raport cu fiecare variabila dupa urmaitoarea schema redatd in tabelul

\ urmator. Vom numi rang al unitatii statistice 1in raport cu variabila numarul natural care
Definitie indicd locul ocupat de valoarea variabilei inregistratd la unitatea in sirul ordonat al valorilor
variabilei inregistrate la cele n unitati considerate. Astfel, pentru fiecare variabila, rangurile vor fi primele
n numere naturale.

Coeficientul de corelatie construit de Kendall va lua valoarea 1 pentru legitura directa de intensitate
maxima si —1 pentru legitura inversd de intensitate maxima. Pentru a putea construi coeficientul, vom defini
mai intai indicatorul de concordanta (P) si respectiv indicatorul de discordanta (Q). In raport cu variabila X
se ordoneaza crescator rangurile unitatilor, iar in raport cu variabila Y pastrdm ordinea unitatilor si deci o
succesiune oarecare (rezultatd din ordonarea in raport cu X) a rangurilor.

A1 A2 A1 An
X 1 2 I N
Y r r, r, r

unde 7, i =1,...,n reprezintd unul §i numai unul din numerele naturale dela 1 la n.

Pentru fiecare rang 7, i =1,...,n, se determind numarul rangurilor mai mari decat, situate la dreap-
ta, numar pe care il notim cu P, . Insumand toate numerele P, i =1,...,n se obtine un numir notat cu P pe
care il numim indicator de concordant. In mod aseminitor, pentru fiecare rang 7, i =1,...,n, se determina
numdrul rangurilor mai mici decét 7, situate la dreapta, numar pe care il notim cu Q,. Insumand toate nu-
merele Q;, i =1,...,n se obtine un numadr notat cu Q pe care il numim indicator de discordanta. Relativ la
acesti doi indicatori se verifica relatia:

P+O= n(n—1)
2

Pe baza indicatorilor de concordanta si discordanta construim coeficientul de corelatie simpla a ran-

gurilor al lui Kendall, definit astfel:

P-Q_P-0
= =
P+Q n(n-1)
2
In cazul unei %egéturi directe de intensitate maximd, P va lua valoare sa maxima, iar Q pe cea min-
ima, adica: P= (T iar 0 =0, deci 7 =1. In cazul unei legaturi inverse de intensitate maxima, P va lua

nn—

valoare sa mi nimd, iar Q pe cea maximad, adicd: P =0iar, Q = deci 7 =-1. In cazul lipsei legaturii,



P=0,iar 7=0. Putem determina astfel intervalul in care va fi cuprins 7, respectivz €[4 ;] . Interpretar-
ea intensitatii legdturii pe baza acestui coeficient se va face astfel:

» dacar >0 egatura este directa

» dacar =0legatura este nuld

» dacd 7 < 0legatura este inversa

» daca |2'| €[0;0,3)legatura este de intensitate slaba

» daca |2'| €[0,3;0,7) legatura este de intensitate medie

» daca T €[-1;1] legatura este de intensitate puternica

Calculul coeficientului Kendall

Vom lua ca exemplu 10 firme dintr-un anumit domeniu in raport cu variabilele X = renumele
firmei (cét este de cunoscuta in randul consumatorilor) $i Y = increderea in produsele firmei.

Rezultd dupa observare urmatorul tabel al rangurilor.

A A, A, A, A, A A, Ay A A
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 2 3 1 5 6 4 7 9 8 10

Calculam indicatorii de concordanta si discordanta:
P=8+7+7+5+4+4+3+1+1=40

O0=1+14+0+1+1+0+0+1+0=5
De unde rezulté coeficientul de corelatie a rangurilor al lui Kendall:
= 40 -
T= © = 05 =0,78
P+0O 40+5

deci intre renumele firmei i increderea in produsele sale exista o legatura irect foarte puternica.

Coeficient de corelatie multipld Kendall

In cazul mai general, cu m variabile, pentru o populatie de volum n, legdtura va fi de intensitate
maxima daca daca fiecare unitate a populatiei are acelasi rang in raport cu toate variabilele.
\ Deoarece intre doud variabile poate exista o legatura directa, intre altele doud o legaturd in-
Definitie VErsd, nu putem aprecia pe ansamblu un sens al legiturii. De aceea, coeficientul va fi unul de
cuncordanta si nu de corelatie. El se defineste tot pe baza tabelului rangurilor, considerdnd urmatorul sistem

de numere:

S=1{8,,8,1. ;00 S,}

unde S, ,k =1,...,n este suma rangurilor pentru cele m variabile in raport cu unitatea A4,. Daca legitura
este directa de intensitate maxima, avem:
S={m,2m,....,m }



Daca nu existd legatura (rangurile sunt perfect amestecate) avem:
§28, =228, 228,
iar dispersia lor va fi nula.

Calculdm dispersia in cazul legaturii de intensitate maxima:

m+2m+..+nm _m(n+l)

M(S)= 5
M(S2)=m +(2m)” +...+ (nm) _m (n+16)(2n+1)
_mz(n2 -1)

o5 =M(SH-MES) =—7

Considerand ca dispersia efectiva a sistemului S este proportionald cu concordanta dintre cele m
variabile, coeficientul de concordanta multipla a rangurilor al lui Kendall se defineste astfel:

_ o, (efectiva) o (efectiva)

 o}(maxima) m*(n’-1)
12

Deoarece ne aratd doar intensitatea, nu si sensul legdturii, . Interpretarea intensitatii legaturii pe baza
acestui coeficient se va face astfel:

» daca k=0 legitura este nula
» daca k €[0;0,3) legdtura este de intensitate slaba

» daca k €[0,3;0,7) legatura este de intensitate medie

» dacd k €[0,7;1] legatura este de intensitate puternica

Calculul coeficientului multiplu Kendall

Ca exemplu, luam aceleasi 10 fime, dar pe langa variabilele X = renumele firmei (cat este de
cunoscuta in randul consumatorilor) si Y = increderea in produsele firmei vom lua in calcul

/ si Z = performantele economice (poate fi cifra de afaceri, profitul, marimea dividendelor, etc).

pracﬁcé Distributia rangurilor in raport cu variabilele X, Y si Z :

A1 A2 A3 A4 A5 As A7 As A9 AIO
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 2 3 1 5 6 4 7 9 8 10
Z 2 4 1 5 3 7 8 6 10 9
S 5 9 5 14 14 17 22 23 27 29
M(S):5+9+5+14+14+]13+22+23+27+29:16,5
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
M(S2)25 +9°+5°+14° +14 +;g +22°+23°+27°+29 3395

o (efectiva) = M (S*)—[M (S)]’ =339,5-16,5" =67,25

m’(n” —1) 3*(10° 1)
12 12

=745

o (maxima) =



fe o (efectiva) 67,25

=— - =191
o (maxima) 74,25

Exista deci o legdtura de intensitate foarte mare intre renumele firmei, increderea in produsele ei si
performantele sale economice.

Coeficient de corelatie Spearman

Ca si coeficientul similar propus de Kendall, si acesta se calculeaza pornind de la tabelul de

concordantd a rangurilor. Ne vom folosi de diferentele dintre ranguri pentru aceeasi unitate a

populatiei relativ la cele doua variabile. Coeficientul are urmatoarea expresie:
Definitie

6> d;

=l
n(n® —1)

Calculul coeficientului Spearman

Vom lua ca exemplu numeric aceeasi populatie si variabile ca si in cazul coeficientului similar al
lui Kendall. Limitele celor doi coeficienti sunt aceleasi, la fel si interpretarile valorilor numerice.

Distribitia rangurilor si a diferentelor dintre ranguri:

Practica

Al AZ A3 A4 AS AG A7 AS A9 AIO
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 2 3 1 5 6 4 7 9 8 10
: : 2 : : 2 0 ] 1 0
d
1 1 1 1 1 1

77=1—6(l+1+4+1+1+24+0+1+1+0) ~ 092
10(10° —1)

Exista deci o legdtura puternica intre cele doud variabile. Valoarea numerica este diferita fata de cea
a coeficientului lui Kendall. Nu trebuie privite insd intr-un mod foarte rigid valorile obfinute. Nu este im-
portanta alegerea unuia sau altuia din coeficienti, ci folosirea aceluiasi coeficient pentru aceeasi populatie la

momente diferite de timp sau populatii perechi.
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Estimarea coeficientilor regresiei liniare

Aceasta etapd succede alegerii formei functiei. In estimarea coeficientilor va trebui si finem
cont de abaterea punctelor norului fa{d de modelul matematic ales ¥, datorat altor factori

decat X,,X,,...,X,, considerati neesentiali, cuantificati prin variabila reziduala & . Principiul
Citire  dela care se porneste in estimarea parametrilor este cel al patratelor minime. Minimizam suma
patratelor abaterilor valorilor observate ale lui Y de la nivelul calculat prin¥ .

A

Yy ||Y
X

»
>

Conditia de minim a sumei este echivalenta cu conditia de minim a mediei:
Mly =D =m)

Ecuatia ¥(X,, X, ..., X,) care descrie legitura dintre Y si factorii de influenta X, X,,....X, se nu-
meste ecuatia de regresie. Metoda regresiei constd in modelarea legaturilor statistice prin ecuatia de regresie.
Deoarece problema de minim se poate rezolva doar cunoscidnd forma particulara a functiei, vom aborda
estimarea coeficientilor seprat, pe tipuri de functii.

Estimarea generald a coeficientilor prin metoda patratelor minime

Sub formad generald, pentru observatia i, regresia liniard multipla se scrie:

Y, =a,tax,; +a,x, +..+a,x, +&

Citire

» i=1,1indexeaza observatiile (unitatile statistice)

» I numarul de observatii
» y; valoarea variabilei endogene Y pentru observatia i
» X, valoarea variabilei explicative X1 pentru observatia i

» X, valoarea variabilei explicative X2 pentru observatia i

» X, valoarea variabilei explicative Xn pentru observatia i
» &, valoarea variabilei reziduale pentru observatia i

> a,y,4d,,4,,..,a, coeficientii de regresie care trebuie estimati.



Daca rescriem modelul observatie cu observatie, obfinem:

Y, =a,+ax, +a,x, +..+ta,x,, +&
Vo =dadytax, +a,x,, +...+a,x,, +&,

yr=a,tax,; +a,x,, +..+a,x,, +&;

ceea ce sub forma matriciald (intre paranteze numarul de linii i respectiv de coloane) devine:

Yy = X - a + &
(r,))y (T,k+1) (k+L1) (T,
unde:

Y | R P O
V) Lox, x5 o X,

Y = X =
Vi Lox, x o x,
Vi | A
&
a,
&
a
a=|a, &=
8i
an
&

Prima coloand a matricei X contine doar valoarea 1, care corespunde coeficientului a,, . Astfel matricea
X are I linii i n+1 coloane (n variabile explicative plus constanta).

Consideram modelul sub forma matriciala, cu n variabile explicative si I observatii:
Y=X-a+¢

Pentru estimarea vectorului a, avand ca si componente coeficientii a,,q,,4,,...,a, aplicim ca si la
modelul liniar simplu metoda patratelor minime (MPM), minimizand suma patratelor erorilor.
I
Notim: § = Z g’
i=1 .
min ) &} =min(¢'¢)
i=1
=min(Y — Xa)'(Y — Xa)
=min(Y'Y-Y'Xa—-a' X'Y +a' X' Xa)
=min(Y'Y -2a'X'Y +a' X' Xa)
unde :
» & este vectorul transpus al lui €;

v

'
@' este vectorul transpus al lui a.
» Y' este vectorul transpus al lui ¥';

' o e
» X' este transpusa matricii X



Pentru a minimiza expresia, derivam in raport cua:

B XY+2X'Xa=0
oa

—1
a=(X'X)" XY
Aceasta solutie este realizabila daca matricea patratica este inversabild. Matricea este este neinversabild
doar in caz de coliniaritate perfectd intre oricare douad variabile explicative.

Acest mod de calcul al coeficientilor de regresie este mai dificil de efectuat manual. Principalul ob-
stacol este inversarea matricii . Desigur, tehnica de calcul actuala rezolva simplu aceasta dificultate. Exista
soft-ware de specialitate care calculeaza prin proceduri simple coeficientii de regresie. Cateva exemple de
astfel de soft-uri de statisticd si econometrie: SPSS, SAS, STATA, Eviews, LIMDEP, GAUSS.

Estimarea coeficientilor regresiei liniare

Particularizarea calculului coeficientilor de regresie liniara pentru un model liniar simplu

In ipoteza in care legatura dintre Y i factorii sdi de influentd X, X,,..., X, este liniara, ecuatia

de regresie va fi de forma:
Citire Y=a,+aX +ta,X,+..+a,X,

Coeficientii a,,q,,a,,...,a, modelului vor rezulta din minimizarea urmatoarei functii cu (n+1)
necunoscute:

G(a,,a,...,a,) = M[Y—(a0 +a X, +...+ aan)]2

Conditiile de minim constau in anularea celor (n+1) derivate partiale ale functiei G(a,,a,,..,a,) in
raport cu necunoscutele a,,a,,...,a, , ceea ce conduce la urmatorul sistem de ecuatii:

O, a5 0,) _ 5 p1ly —(a, +a X, +...+ a,X,)]=0

oa, —
Vj=1n
0G(ay, a5, a,) _ 2M[Y —(ay+a, X, +...+ aan)]-Xj =0
oa,
sau intr-o formad echivalenta:
M(ay+a, X, +..+a,X,)=M(Y) e
M(a, +a X, +..+a,X,) X,=M(¥)- X, Vi=Ln
de unde rezulta:

a,+aMX)+..+a,M(X,)=M) .
ay+aM(X,X )+t a,M(X,X,)= M(YX,) =

Prin rezolvarea acestui sistem liniar de ecuatii in raport cu necunoscutele a,,a,,...,a, , se obtin valo-
rile coeficientilor ecuatiei de regresie. Astfel, legdtura statistica dintre Y §i X, X,,..., X, este modelatd prin
aproximare cu o legdtura functionald. Pentru cazul unui singur factor X, ecuatia de regresie se scrie:

Y= a,+a, X,
iar sistemul de ecuatii devine:
{ a,+aM(X,)=M()
a,M (X)) +aM(X})=MYX))



Sau sub forma echivalenti:
a. = M(YXI)_M(Y)M(XI)
=
M(Xlz) - [M(Xl)]2
a, = M(Y)_alM(Xl)

Analiza reprezentativitatii regresiei liniare

Raport de determinare si coeficient de corelatie

Functia de regresie obtinutd prin metoda patratelor minime poate fi o ajustare mai mult sau
mai putin performantd a distributiei norului de puncte. Figurile de mai jos ilustreaza doud

situatii diferite din acest punct de vedere.

Ajustare mai slaba prin functia de
Ajustare buna prin functia de regresie J p ;
regresie

Cu cét punctele norului sunt mai apropiate de linia de regresie, cu atat ajustarea este mai buna.
Desigur, graficul ne aratd doar o imagine a ajustarii. Pentru a o masura numeric facem apel la analiza variantei
(ANOVA - Analysis Of Variance). Se compara varianta “explicatd’, datoratd regresiei cu varianta totala a
variabilei endogene (Y).

Pentru orice formad a functiei de regresie si orice numar de variabile explicative, folosim notatiile:
Y=f(X,,X,,..X,)+¢
Y=f(X, X, X))
Descompunerea variantei totale a lui Y in raport cu regresia este:

totala explicaté+vreziduali

unde:
: —\2
» Varianta totala: Z_I:(y =)
tot ===
n
» Varianta explicata: Z 3, -y
_ =l
I/exp -
n
» Varianta reziduala: Z(J’i -7 zglz
V — i=1 — i=1
rez n n



Folosind aceste componente ale variantei definim raportul de determinare definit astfel:

R? :@:1_@
I/tot I/tot
0<R*<I1

Cu cat R2 este mai mare, cu atat calitatea ajustarii este mai buna. Aceasta remarca corespunde si
imaginii vizuale pe care ne-o facem cu privire la ajustare. O valoare mare a lui R2 corespunde unei valori
mici a lui V__ respectiv unor valori £ mici.

Coeficientul de corelatie liniara Pearson

In cazul particular al unei regresii liniare simple de ecuatie ¥ = a+ bX + €, radicina pitratd a
raportului de determinare R =+ R* se numeste coeficient de corelatie liniara Pearson.

i@i s
>0, -7

unde I}:a+bX,

deciy, = a+bx, .
Inlocuind valorile coeficientilor a si b cu expresiile lor deduse din metoda celor mai mici pitrate
obtinem o formula echivalenta pentru R:

lgf:lga+X-lgb

Daca R>0, legatura dintre variabilele X 5i Y este directa, adica ele variaza in acelasi sens: Y creste cand
X creste. Daca R<0, legatura dintre variabilele X si Y este inversa, adicd ele variaza in acelasi opus: Y scade

cand X creste. Aceste interpretdri sunt coerente cu panta dreptei:
_cov(X,Y)
oy

b

Diferenta dintre expresiile lui R si b este doar la numitor, care oricum este un termen pozitiv. Ca
urmare, R si b au acelasi semn. Deci daca exista o legatura directd intre X si Y, aceasta va fi ajustata printr-o
dreapta de panta pozitiva. Dimpotriva, dacd exista o legdtura inversa intre X si Y, aceasta va fi ajustata prin-

tr-o dreapta de panta pozitiva.
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Estimarea coeficientilor regresiilor neliniare

tire  cantitatea de ingrasaminte, ne vom da seama chiar si intuitiv cd o anumita crestere a lui X nu

Regresia parabolica

In economie sunt numeroase exemplele in care legatura dintre fenomene si deci variabilele care
le cuantifica nu este liniard. Daca Y reprezinta recolta la hectar dintr-un produs agricol, iar X

Ci
provoacd aceeasi crestere a lui Y pe tot intervalul de variatie al celor doua variabile.

La valori mari ale cantitatii de ingrasaminte, acestea provoacd saturatie sau chiar nocivitate, ducand
la o stagnare, respectiv diminuare a productiei. Alte exemple pot fi: legatura dintre vechimea in munca si
madrimea salariului, dintre cheltuielile cu publicitatea si volumul vanzérilor, dintre venit §i cererea pentru un
produs, etc.

Avand modelul parabolic de ecuatie:

facem substitutiile:

)
[
e

dupd care ecuatia devine:
Y= a, +a, X, +a,X,
care reprezintd un model liniar cu doi factori.
Regresia exponentiald

Daca ecuatia de regresie are forma exponentiala:

se incearcd aducerea la forma liniara. Mai intai se logaritmeaza ecuatia:
IgY =lga+ X -lgb

iar apoi se fac substititiile:

Z:gf
a, =1ga
a, =lgb

Rezulta astfel modelul liniar simplu:

Regresia hiperbolica
Daca ecuatia de regresie are forma hiperbolica:

I}=av+b-i
X

se face substitutia:

de unde rezulta modelul liniar:

h<
|

Q
+
S
=

1



Alte tipuri de regresie

In practica economici se intalnesc frecvent si alte tipuri de functii (unele chiar functii compuse).
Principiul de lucru pentru estimarea coeficientilor va ramane insa intotdeauna acelasi: incercarea de a aduce
functia la o forma liniara.

Foarte des intalnite sunt functiile de productie. Forma generald a acestora este:

Y=a X" X" ... X™

Printr-o astfel de functie se defineste o legdtura intre nivelul productiei Y si factorii de care aceasta

depinde: productivitatea muncii, calificarea fortei de munca, gradul de inzestrare cu capital fix, etc. Calculul

coeficientilor se face prin reducere la cazul liniar prin logaritmare:

1g1?=1g01+m1 lg X, +...+m, - 1g X,
Daca in aceasta noua ecuatie facem substitutiile:
22@?

X,/'=lgX,, i=Ln

reducem ecuatia la una liniara multipla.

Estimarea functiei de regresie

Un produs a fost lansat simultan pe 13 piete. Pe aceste piete, produsul a fost propus la preturi
diferite (P), veniturile consumatorilor (V) fiind si ele diferite. Pentru fiecare piata s-a inregis-
Practici trat un anumit nivel al cererii (C), rezultatele fiind sintetizate in tabelul urmator:

Nr. crt. Cerere (C) Pret (P) Venit (V)
1 15,4 1,4 620
2 3,2 5,1 530
3 4,9 2,5 490
4 10,5 1,7 800
5 8,0 1,8 630
6 5,1 3,4 410
7 7,6 2,1 670
8 11,3 1,6 920
9 14,0 3,6 990
10 6,4 3,5 320
11 13,2 1,9 520
12 8,8 1,8 700
13 12,1 1,9 730

1) Sa se formuleze ipoteze cu privire la forma legaturii dintre cerere (C) si pret (P). Pentru formele
functiilor de regresie retinute ca fiind posibile, sd se calculeze coeficientii functiilor si reprezentativitatea
acestora.

2) Similar pentru legitura dintre cerere si venit.

3) Sa se calculeze coeficientii functiei care modeleaza legatura liniard multipld dintre cerere si factorii
sai de influenta. Analiza{i reprezentativitatea acestei functii in raport cu reprezentativitatea functiilor de regre-
sie simple. Care va fi valoarea estimata a cererii pe o piatd unde pretul de vanzare va fi 3,2 iar venitul mediu al
consumatorilor de 550 ?



1) Construim norul de puncte in raport cu P si C:

S
N

Ln [ ]
—

() n
—

0 1 2 3 4 5 6
Retinem ca forme posibile ale functiei de regresie:
» dreapta: C(P) = a,+b -P
. — 1
> hiperbola: Cc(P)= a, + b2 ;
a) Pentru primul caz, cel al dreptei de regresie, avem:

Lelap sl Siae AR 1LY
13

M(P)=

EIEESAEEEO R S
13

154+3,2+49+....+12,1

13
0,714+0,196 + 0,400 +.....+ 0,526
13

M(P?) =

M(C)= =9,269

M(Z)= = 0,462

0,714%> +0,196* +0,400* +.....4+ 0,526
13

15,4-0,714 +3,2-0,196 +..... +12,1-0,526
13

p _M(CZ)-MOM(Z) _ 4,639-9.269-0.462
P MZH)-[M2Z)T 0,238 —0,462°
a,=M(C)—b,-M(Z)=9,269—14,527-0,462=2,56

Dreapta de regresie se scrie:

M(Z%) = =0,238

M(CZ) = = 4,639

=14,527

C(P)=143-2,025-P

Calculdm reprezentativitatea dreptei de regresie:

o _ (LA-2,458 +(51-2,458) +....+(19-2,458" _
2 _
13

o, =1,049

I

2 (154-9269)° +(3,2-9,269)" +.....+ (499,269
2=
13

oo =3,671

=13,479



_ M(CP)-M(C)M(P) _20,81-9,269-2,485

-
oo O, 3,671-1,049

=-0,58

(&)

Drepta de regresie are o reprezentativitate medie.
1
b) Pentru al doilea caz, cel al hiperbolei de regresie, facem schimbarea de variabila: Z = 7

Datele cu privire la cerere si noua variabila Z:

Nr. C Z Nr. C Z Nr. C Z
1 154 0,714 6 5,1 0,294 11 132 0,526
2 3,2 0,196 7 7,6 0,476 12 8,8 0,556
3 49 0,400 8 11,3 | 0,625 13 12,1 | 0,526
4 10,5 | 0,588 9 140 0,278
5 8,0 0,556 10 6,4 0,286
M(Z)= 0.714+0,196+0400+...+0526 _ o
13
2 2 2 2
..... 526
M(ZZ):O’714 +0,196% +0,400% +.....+0, 0238
13
M(CZ)= 15:4-0,714+32:0196+....+12,1:0526 _, (3
13
p - M(CZ)-M(OM(Z) _4,639-9,269-0,462 _ . , o,
P M@ZYH-[M2)T 0,238—0,462* ’

a,=M(C)-b,-M(Z)=9,269—14,527-0,462 = 2,56

Hiperbola de regresie se scrie:
C(P)=2,56+14,527 %

Calculdm reprezentativitatea hiperbolei de regresie:

o, =0,1519
op =3,671
M(CZ)—M(C)M(Z)  4,639-9,269-0,462
R., = = = 0,64
’ o0, 3,671-0,1519

Drepta de regresie are o reprezentativitate medie, dar este mai reprezentativa decat dreapta.

2) Construim norul de puncte in raport cu V i C:

20 1

consum
=
o

0 200 400 600 800 1000 1200




Retinem ca forma posibild a functiei de regresie:
» dreapta: C(V) = a,+by,-V
620 +530 +.....+ 730

M®V)= =640.8
) = )
620 +530% +.....+ 730*
My?*)= = 444731
13
M(C)=9,269
M(CY) = 15,4-620+3,2-530 +.....+12.1-730 _ 6340,7

13

M(CV)-M(C)MY) 6340,7-9,269-6408
b= 2 = - =0,01176
MYV -[MW)] 444731- 6408
a,=M(C)=b,-M(V)=9,269-0,01176-640,8 =173
Dreapta de regresie se scrie:
C(V)=1,73+0,01176-V

Calculdm reprezentativitatea dreptei de regresie:

o, =34146
o, =184,8
o =3,671
M(CV)-M(C)MV) 6340,7-9,269-640,8
= = =0,59
’ O 0Oy 3,671-184.8

Drepta de regresie are o reprezentativitate medie.

3) Pentru functia de regresie liniara multiplaC =a, +b, - P+c, -V + €, estimdm coeficientii prin
metoda celor mai mici patrate:

a=(X'X)"'X'Y

In cazul aplicatiei noastre avem:

Nr. crt. | Cerere (C) | Pret(P) | Venit (V)
1 15,4 1,4 620
2 3,2 5,1 530
3 4,9 2,5 490
4 10,5 1,7 800
5 8,0 1,8 630
6 5,1 3,4 410
7 7,6 2,1 670
8 11,3 1,6 920
9 14,0 3,6 990
10 6,4 3,5 320
11 13,2 1,9 520
12 8,8 1,8 700
13 12,1 1,9 730




G 15,4

¥ = € | _ 32
i 12,1
=l
i L 1 L4 620 i L 154
a=|| 14 51 ... 19 -1 > 930 414 51 ... 19 | 3
620 530 .. 730/ 620 530 .. 730)|
1 19 730 12]1
7,2733
a=|-15116
0,00898
Coeficientii sunt deci:
a, =7,2733
b, =-15116
c, =0,00898

Putem scrie deci functia de regresie liniard multipla:
C=7,2733-15116-P+0,00898 -V + ¢
sau
C(P,V)=17,2733—-1,5116- P +0,00898 -V
Apreciem reprezentativitatea functiei prin raportul de determinare R2 si respectiv coeficientul de

corelatie liniard multipla R.

Nr. crt. Cerere (C) Pret (P) Venit (V) é =a,+b,-P+c,'V | e=C- C
1 15,4 1,4 620 10,72 4,68
2 3,2 5,1 530 4,32 -1,12
3 4,9 2,5 490 7,89 -2,99
4 10,5 1,7 800 11,89 -1,39
5 8,0 1,8 630 10,21 -2,21
6 5,1 3,4 410 5,82 -0,72
7 7,6 2,1 670 10,12 -2,52
8 11,3 1,6 920 13,12 -1,82
9 14,0 3,6 990 10,72 3,28
10 6,4 3,5 320 4,86 1,54
11 13,2 1,9 520 9,07 4,13
12 8,8 1,8 700 10,84 -2,04
13 12,1 1,9 730 10,96 1,14




Calculam raportul de determinare R2:

2

RZ — oW :l_I/rez :1_0-5
2

tot I/tot O-C

R>=1- s =0,516
13,479

Repy =0,719

Functia liniara multipla este foarte reprezentativa pentru modelarea legéturii dintre consum (C) si

factorii sai de influenta: pretul produsului (P) si venitul consumatorilor. Observam ca functia multipla are

un coeficient de corelatie mai mare decét ceilalti coeficienti, ai functiilor de regresie cu cate un singur factor.

Se confirma astfel teoria conform céreia o variabild este cu atit mai bine explicatd, cu cat numarul de varia-
bile explicative este mai mare.

C(P,V)=172733-1,5116-P+0,00898 -V
C(3,2;550)=7,2733-1,5116-3,2+0,00898: 550="7,38

Pe o piata unde produsul se va vinde la un pret de 3,2 iar venitul mediu al consumatorilor este 550,
ne agteptam la o valoare cea mai probabild a consumului de 7,38.

Din diverse surse de informatii de statistica internationala, cunoastem cu privire la 16 state
ale lumii valorile variabilelor X = P.I.B./locuitor (mii $) si Y = cheltuielile pentru activitati de

turism pe locuitor (mii $) :

Practica

Nr. crt. X (mii $) Y (mii $)
1 9.8 0.97
2 15.3 1.23
3 12.8 1.59
4 30.1 6.69
5 22.0 3.4
6 18.1 1.82
7 13.4 1.71
8 28.1 5.11
9 29.0 6.02
10 11.6 1.42
11 25.3 3.84
12 10.9 1.36
13 194 2.01
14 21.7 3.29
15 18.2 2.42
16 27.7 5.03

1) Folosind un grafic adecvat si elemente din teoria economic, sa se formuleze ipoteze cu privire la
forma posibila a functiei de regresie.

2) Pentru una din formele functionale selectate, sa se estimeze parametrii si sa se scrie functia.

3) Decideti care functie este mai bund, atit pe baza coeficientilor de corelatie, cat si pe baza valorilor

previzionate pe baza functiilor.



1) Construim norul de puncte in raport cu cele doua variabile:

Norul de puncte si functia de regresie exponentiala

P.I.B. / loc. (mii $)

~
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La o prima vedere, ambele functii par adaptate pentru modelarea legaturii, punctele norului nefiind
prea indepartate de ele. Dacd judecam putin din punct de vedere economic, cererea de servicii turistice este
crescatoare in raport cu P.I.B./loc., ceea ce este valabil pentru ambele functii. Trebuie sd tinem cont insa ca
serviciile turistice sunt intr-o masurd importanta un bun de lux, deci cu o elasticitate supraunitard a cererii
in raport cu venitul. Mai potrivita pare deci functia exponentiala.

2) Functia exponentiald dintre cele doua variabile, sub forma ei determinista se scrie:
X
Y=a-b
care prin logaritmare devine:

InY =lna+Inb- X

iar sub forma aleatoare:

InY =lna+Inb- X +¢

Facem urmatoarele schimbari de variabila:

InY=27
Ina=4
Inb=B
Functia devine :
Z=A+B-X+¢



care este o functie liniard. Datele numerice pentru estimarea parametrilor le prezentam in tabelul urmétor:

Nr. crt. X (mii $) Z=InY
1 9.8 -0.030
2 15.3 0.207
3 12.8 0.464
4 30.1 1.901
5 22.0 1.224
6 18.1 0.599
7 13.4 0.536
8 28.1 1.631
9 29.0 1.795
10 11.6 0.351
11 25.3 1.345
12 10.9 0.307
13 194 0.698
14 21.7 1.191
15 18.2 0.884
16 27.7 1.615

A+B-M(X)=MZ)
{A~M(X)+B~M(X2) = M(XZ)
M(X)=19,59
M(X?)=42881
M(Z)=09199
M(XZ)=2191

4 M(XZ) - M(X)-M(Z) _ 21,91-19.59-09199
M(X?)—M(X) 42881-19,59°

A=M(Z)-B-M(X)=09199 —0,08634-19,59 = —0,7715

=0,08634

De unde:
b = """ =1,0902
a=e""" =0,4623
Putem scrie deci functia de regresie:
Y =0,4623-1,0902" + &

3) Calculam coeficientii de corelatie pentru functia exponentiala, respectiv cea liniara. Cum si cea

exponentiala a fost liniarizatd, avem:
_ M(XZ)-M(X)-M(Z)
Oy -0,

R, =097

_ M) =M X)- M)

Oy 0Oy

R, =095




Functia exponentiala este deci mai reprezentativa.

Pentru a compara valorile prezise prin cele doua functii, trebuie sd calculdm s§i parametrii functiei
liniare. Fara a mai detalia calculele, scriem functia:

Y =-2328+0,2723- X +¢
Pentru o valoare a venitului de 7000 $ (X=7) obtinem:
» pentru functia exponentiala )7(7) =0,4623 -1,09027 =0,85
» pentru functia liniara ¥ (7) = —2,328 + 0,2723- 7 = —0,42 rezultat evident absurd

Ca urmare, si valorile prezise de cele doua functii o indica pe cea exponentiala ca fiind cea adecvata

modelarii legaturii dintre PIB/loc si cheltuielile cu servicii turistice.
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Aspecte generale asupra indicilor statistici

Pentru studierea fenomenelor economice si sociale este adesea nevoie sa descriem si sd studiem
variatia unor marimi. Indicele statistic este o functie ale carei valori numerice exprimad variatia

relativa totald sau partiald a unei marimi intre doua situatii (doud perioade, doua spatii diferite,
Citire  douad categorii). Fie Z o marime a cdrei variatie constituie obiectivul de studia si A un paramet-
ru de care depinde mirimea Z, respectiv Z = Z(\.). Relativ la parametrul A, acesta poate exprima timpul,
spatiul sau anumite categorii economice sau sociale.
Considerand doua stari oarecare ale parametrului A, respectiv A= jcu Z(N) = Z(j) §i7\.= k cuZ(A) = Z(Kk),
atunci, in sens clasic, indicele marimii Z este:
e Z(k)
27)
Dupa numarul de unitati la care se refera marimea Z, indicii sunt:
. indici elementari sau individuali, ce masoard variatia unei marimi relativ la o singura unitate statis-
ticd a populatiei. De exemplu, pentru mdrimea Z = x.y, avem:

pk/j_X(k) kg _Y(k) o Z(k) _x(k)-y(k)

T TeG) T 200 X))
. indici sintetici sau de grup, ce masoara variatia unei marimi relativ la doud sau mai multe unitati ale
populatiei. o
De exemplu £= ZIXI'Y ', unde ,,i” reprezintd unitatea statistica, x si z fiind factorii ce se mdsoara la
=

nivelul tuturor celor ,,m” unitati. Indicele sintetic este:

(k)y:(k
Ik/j:zu()j"’( )yi(k)

Y Z0) Sx(i)yi())

Frecvent, in domeniul economic, prezintd interes studiul unei méarimi de tip valoare , unde pi sunt
preturi iar qi sunt cantitdfi.

Dupa natura parametrului A, indicii sunt:

. indici ai dinamicii, unde A exprimd timpul;
. indici teritoriali, unde A exprima spatiul;
. indici ai unor categorii, unde A exprima o anumita categorie economica sau sociala.

O abordare sistemica a indicilor unei marimi ii imparte in:
. indici ai variatiei integrale;

. indici ai variatiilor factoriale, denumiti si indici factoriali.

Indicele variatiei integrale

Fie Z = f(x1, x2, ..., xm) modelul ce exprima dependenta marimii Z de factorii x1, x2, ..., xm.
Variatia marimii Z rezultatd prin actiunea tuturor factorilor de influentd, se numeste variatie
\ integrald. Indicele variatiei integrale aferent marimii Z este:
z " T
2(7)

Proprietati ale indicelui variatiei integrale:

i) Identitatea (reflexivitatea)



g

respectiv:
ok _ 20 _
T Z(k)

ii) Reversibilitatea (simetria)

7 k=1 sau 1K =——

<] ]é'/k
adica:
If/j Z(]() 1 1
Z(j) 2J)" 1k
Z(k)

iii) Circularitatea (tranzactivitatea). Fie j, h si k trei stari a parametrului A, h fiind starea intermedi-
ard atunci:
i e _ 2 Z() _Z0) _
TZ()) Zhy Z(j)
deoarece
IZh/j .I;c/h :I;c/j

Indicii variatiei factoriale

Indicii exprimand cote parti din variaia marimii Y determinate, respectiv de factorii x1, x2,
... Xxm constituie sistemul de indici factoriali ai méarimii Y. Lipsa unei definitii efective a con-

dus cercetarea spre gasirea unor algoritmi de calcul ai indicilor factoriali. Cei mai cunoscuti
Definitie algoritmi au ca trasitura comund mentinerea la un nivel constant a factorilor nestudiati, fiind
numiti i sisteme de ponderare.

Principalele tipuri de indici factoriali (sisteme de ponderare) utilizati in practicd sunt:
. indicii de tip Laspeyres;
. indicii de tip Paasche;
. indicii de tip Fisher.
Se cunosc o serie de alte expresii de calcul a indicilor factoriali, destinate in principal pentru calculul
indicelui preturilor.

Indicii factoriali de tip Laspeyres

Cunoscut initial sub denumirea de indicele preturilor, indicele de tip Laspeyres a fost definit
avand in vedere o marime exprimand valoarea:

Definitie

Ir
V=723 piq;

=1

unde pi sunt preturi iar qi cantitafi. Indicele factorial al preturilor, de tip Laspeyres se determina conform

relatiei: élp, (k)qi(j)
k/
V/f; (-L)= J
glpl ( J.)Qi( J')



unde:
pi(j) — pretul din perioada de baza;
pi(k) — preturile din perioada curentd;
qi(j) - cantitatile din perioada de baza;
qi(k) - cantitatile din perioada curenta.
Asemdnator se poate scrie expresia indicelui volumului fizic (a cantitétii):
> pi()g; (k)
Iy (@)=
INAAC)

Avénd in vedere expresiile celor doi indici, se deduce o regula generala pentru elaborarea indicilor
factoriali de tip ,, Laspeyres”: partea din variafia unei marimi determinata de un factor se obfine mentinand
ceilalti factori la nivelul baza de comparatie. Astfel, in cazul méarimii Z depinzand de m factori, adicd Z =
f(X1, X2, ..., Xm), avem:

15;; (Lol.L)= f(xl(k.)xxz(]:):---’xi(]:):---’xm(J:))
o SOx1(J)x2(J ) Xi (J )seos X (J))
P (L L) = f(xl(J:),xz(J:),---,xi(lf),---,xm(J:))
’ J G (1), %5 (5005 X, (J 5005 X, (1))
18 (LL.L.)= J G () X5 ()geers X, (Jseers X, (K))

S (7526, ()seees X, (F)enes X, ()

Calculul indicilor de tip Laspeyres

Relativ la sortimentele importate, dintr-o anumita grupa de marfuri, dispunem de urmatoarele
informatii:
Se cere:

» a) indicele valorii importului pentru aceasta grupa de marfuri;

Practica

» b) indicele pretului de import respectiv indicele cantitatii importate (a volumului impor-
tului), ambii de tip Laspeyres.
an j an k
Sortiment , ; ) Pref unitar de ; ; ) Pret unitar de
Cantitate importata ; Cantitate importata ;
import import
S1 18 10 15 18
S2 15 6 25 12
S3 25 14 30 20

a) Valoarea importului, din aceasta grupa de marfuri (formata din trei sortimente), se determina astfel:
3

unde: V = ZPiqi

i=1

pi — pretul unitar de import al sortimentului i;

qi — cantitatea importata din sortimentul i.

Indicele exprimand variatia integrald a valorii importului este:




o V() _15-18+25-12+30-20 _ 1170
" r(k) 18-10+15-6+25-14 620

=1,890

I}/ =1.890indici o crestere a valorii importului, in anul k fata de anul j, de 1.89 ori.

b) Indicii factoriali, de tip Laspeyres

S 5 ), ()

()= _1818+12-15+20-25 1004 _, 1o
S pg() (F10+15 642514 620
)
]m(L):%Pi(f)%(k):10,15+6,25+14,30:720:]’162
Sy () B10+156+2514 620
i=1

Urmare a cresterii preturilor unitare, valoarea importului a crescut, in anul k fata de anul j, de 1,619
ori. Privind acest indice factorial ca un indice sintetic al preturilor, rezultatul obtinut arata caci per ansamblu
celor trei sortimente preturile unitare au crescut de 1,619 ori. Modificarea cantitatilor importate a determi-
nat o crestere a valorii importului, in anul k fata de anul j, de 1,162 ori, sau cantitatile importate au crescut
per ansamblu de 1,162 ori.

Indicii factoriali de tip Paasche

Paasche, spre deosebire de Laspeyres, pentru a defini indicele preturilor, pondereaza preturile
bunurilor cu cantitdtile din perioada curentd. Prin urmare, rezulta:

Definitie  Xake®
Iy (Py=~
> (g (k)
i=1
Asemandtor se poate deduce expresia de calcul a indicelui volumului fizic:
Z p;(k)q; (k)
1) =2
> (K)q,()j)
i=1

Siinacest caz se poate deduce o reguld generala pentru elaborarea indicilor factoriali de tip ,,Paasche™:
partea din variatia unei marimi determinatd de un factor se obtine mentinand ceilalti factori la nivelul
curent. Pentru méarimea Z, depinzand cei m factori, indicii factoriali de tip ,,Paasche” sunt:

1T (oppp) = L) Ko (R Xilh) o K ()
! SN K (] Xy X (K)
BT (PP py = LA Xo (1) XiK). o X ()
g SN, XK Xy ) X (K))
P15 (PP poy = LUK Do Xil ) X ()
. SN, X (K Xi (K X (1))



Indicii factoriali de tip Fisher

Irving Fisher a stabilit o noud expresie de calcul a indicelui preturilor pornind de la limitele
indicilor Laspeyres respectiv Paasche. Astfel, indicii Fisher se exprima ca o medie geometricd a
indicilor Laspeyres si Paasche:

Definitie

k k k/j ]( k k/j
K )= 1) p) WF )= 15 L)1)
(indicele preturilor) (indicele volumului fizic)

Expresii de calcul ale indicilor Fisher

Se poate extinde acest principiu de calcul pentru o marimi Z depinzand dupi o lege oarecare
de m factori. Astfel, indicii factoriali obtinuti in urma aplicarii principiului Fisher sunt definiti
ca o medie geometrica a tuturor indicilor factoriali de tip Laspeyres si Paasche, relativ la acelasi

Citire  factor, determinati prin toate succesiunile posibile de analiza a factorilor.
Spre exemplu in cazul in care méarimea Y depinde de doi factori, respectiv

Z = f(X1, X2), indicii factoriali se exprima astfel:

%7 mye [5%7T o) %7 (p :\/f(Xl(k),Xz(j))_f(X1(k),Xz(k))
Loy (F)= \/ (P ) S(X1(G).X2(7) S(Xi(J)Xa(k))

1 ()= T (L)1 (P = \/f(X1(J:),X2(/f)).f(X1(k),Xz(lf))
2 SN Xa]) FX (k)Xo ()

Daca marimea Z depinde de 3 factori, respectiv Z = f(X1, X2, X3), avand 6 succesiuni de analizd a

factorilor, indicii factoriali au urmatoarele expresii:

%7 r)=9lI k1] (LL)]2 1"/’ (-LP)- 1’”1 (-PL)-|I [’”1 (PP)]Z

L2/ %

Z/x z/xy

"7 (F):?/ B o L)]2 1"/’ (L-P)-1¥/ (P-L)-[Ik/j (P-P)]2

(F):%/ BID L)} g (LP)- 1"/1 (P L) [1"/] (PP-)]2

_z/x

Justificam in continuare aceste expresii. Daca marimea Z depinde de 3 factori se inregistreaza 6 suc-
cesiuni de studiere a influentei factorilor asupra variatiei marimii. O prima succesiune poate fi urmatoarea
(X1, X2, X3), iar indicii factoriali vor inregistra urmatoarele expresii:

1513 ()= LCURX (1), X3()))
/4 FX1(j).X2())X3()))
%0 op.p )= L) Xo (k). X3())
'/, FOX1(k),X2(j)X3(]))
1503 ¢ pp.y= SR Xa (k). X3(k))
f2/3, FX1(k),X2(k), X3(]))



Astfel, factorii a caror influentd a fost masuratd sunt considerati la nivelul lor din perioada curenta,
iar cei. In notatia indicilor au intervenit simbolurile ,,L, ,P” si ,, - * unde ,,[” semnificd faptul ci factorul
se mentine la nivelul baza de comparatie, ,,P” factorul se mentine la nivelul curent, iar ,, - ” acel factor este

analizat. Indiferent de ordinea in care sunt analizati factorii, pozitia lor in model nu se schimba. Pentru toate

succesiunile vor fi prezentati indicii factoriali, fard a fi redate expresiile lor.

Succesiunea X1 X2 X3

(X1, X3, X2) 1, (LL) I,/% (P-P) I,/ (L-P)
(X1, X2 X3) I/ CLL) I,/x (P-L) Lz) 5y (PP)
(X2, X1, X3) L/w (-PL) L, )sy(LL) L)z (PP)
(X2 X3, X1) L)% (-PP) L g (LL) L) (LP)
(X3, X1, X2) 1,/ (-LP) I,/x, (P-P) I,/ (LL)
(X3, X2, X1) I,/y (-PP) L,)xy(LP) L (LL)

Daca marimea Z depinde de m factori, indicii factoriali se determind ca o medie geometrica a m!
indici obtinuti prin cele m! succesiuni.

Consideram marimea Z=C reprezentand cheltuielile privind consumul a doua produse.
Datele referitoare la factorii sai de influenta, adica pretul mediu de cumpdrare si cantitatea
cumpdratd, pentru doud luni consecutive sunt prezentate in tabel.

» a) indicele variatiei integrale a marimii C;

» b) indicii factoriali ai marimii C, de tip Laspeyres, Paasche respectiv Fisher.

» ¢) exprimarea indicilor factoriali sintetici in functie de indicii elementari corespunzatori.

Practica

Aprilie 2004 Mai 2004
Pret mediu
3400

890

Produs :
cantitate

3 (kg)
8 (buc)

Cantitate

2 (kg)
10 (buc)

Pret mediu
3550
1100

Produs A
Produs B

a) Marimea C se exprima in functie de pret si cantitate astfel:

n
C= 2 piq;
1=l
pi — pretul mediu unitar al produsului i;
qi - cantitatea cumpdrata din produsul i;
In cazul analizat avem n=2.
Notam cu: 0 - luna aprilie
1 - luna mai.
Indicele expriméand variatia totala a marimii C se determina astfel:

71/0 _@_ 19450 _ 12388

¢ o) 15700
2

C(1)=>p.(1)g,(1)=3550-3+1100-8 =19450

i=1



2
C(0)= ¥ p;(0)g;(0)=3400-2+890-10 = 15700
i=1

1;/° =1,2388 arata o crestere a cheltuielilor cu consumul celor doud produse, in luna aprilie fatd de
luna mai, de 1,238 ori.

b) Indicii factoriali

b1) Indicii factoriali Laspeyres

2
59 p(-L): - = c(0) ~ 15700 =k
_lei (0)g,(0)
1=
2
0 (g Zpel) el o nl M T
Cla 5 c(0) 15700

Elpi (0)g;(0)

» 1,1528 ne arata de cate ori ar fi crescut cheltuielile C, data s-ar fi modificat numai preturile,
cantitatile ramanand constante la nivelul lunii aprilie.

» 1,1032 arata de cate ori ar fi crescut cheltuielile C dacé s-ar fi modificat numai cantitatile
cumpdrate, iar preturile ar fi raimas constante la nivelul lunii aprilie.

> pi1)g 1
Y pil )ql(): G _19450 oo
/P TS pi0)g;) ~ 3400-3+890-8 17320
I
Z Pi (l)q{(l)
10 (p)=1 19450 oo

2 pil1)g;{1) 18100

b2) Indicii factoriali Paasche

» 1,12298 ne arata de cate ori ar fi crescut cheltuielile C daca s-ar fi modificat numai preturile,
cantitdtile rimanand constante la nivelul lunii mai.

» 1,0746 ne arata de céte ori ar fi crescut cheltuielile C daca s-ar fi modificat numai cantitatile
cumpdrate, preturile raménand constante la nivelul lunii mai.

b3) Indicii factoriali Fisher

10 (F)= |10, ( DI, (P) = 11528112298 = 11378

) (F)= \/ 10 (L)10 (P-) = 1103210746 = 10888

1,1378 ne arata de céte ori cresc cheltuielile C pe seama modifvicarii preturilor de cumparare.

1,0888 ne aratd de céte ori cresc cheltuielile C pe seama modificarii cantitatilor cumparate.
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Definirea seriei cronologice

Anticiparea, previziunea evolutiei viitoare a fenomenelor economice presupune in primul rand
cunoasterea istoriei acestora, punerea in evidentd a unor legitati privind comportamentul lor
trecut. Baza de date pe care se fundamenteaza analiza evolutiei fenomenelor in timp este

constituitd din serii cronologice.

O serie cronologica este o secventd de observatii asupra unei variabile, ordonate dupa parametrul
timp. Frecvent, masuratorile asupra variabilei sunt efectuate la intervale egale de timp, seria cronologicd
fiind prezentata sub forma:

1 2 ..t..n
Vo Vo Vi,

Din punct de vedere statistic, in contextul modelarii si previziunii, seria cronologica cu datele ob-

Y:

servate ¥y, V..., ¥, constituie o realizare a secventei de variabile aleatoareY},Y,,....,Y, , adicd a unui proces
stochastic de tip discret.

Aspecte generale privind seriile cronologice

In derularea activitatii lor, frecvent agentii economici sunt pusi in situatia de a anticipa viitorul,
iar apoi de a lua decizii in consecinta. Oamenii de afaceri sunt nevoii s previzioneze anual
cifra de afaceri si alte elemente necesare intocmirii unui plan de afaceri, investitorii sunt intere-

Citire  satide profitul viitor degajat de investitie, respectiv guvernele de previziunea consumului sau a
cheltuielilor guvernamentale etc.. Obtinerea rapida de previziuni utilizind modele cantitative
de previziune este la indemana analistilor, urmare si a softurile de statistica accesibile si usor de exploatat.

Anticiparea, previziunea evolutiei viitoare a fenomenelor economice presupune in primul rand cu-
noasterea istoriei acestora, punerea in evidenta a unor legitati privind comportamentul lor trecut. Baza de
date pe care se fundamenteazd analiza evolutiei fenomenelor in timp este constituita din serii cronologice.

In analiza seriilor cronologice este necesar ca lungimea perioadei observate si fie suficient de lunga pentru
a face posibild estimarea unui model adecvat calitativ, care sa surprinda mecanismul real de generare al
fenomenului, respectiv s permitd identificarea unor componente ale evolutiei pe termen lung. De regula
se impune utilizarea unor serii cronologice cu cel putin 15 termeni, respectiv pentru serii sezoniere este de
dorit ca perioada observata sa acopere cel putin cinci cicluri sezoniere.

In acelasi timp datele trebuie s rimana comparabile in timp. Conditiile in care evolueaza fenomenul
este necesar sa raméana in esentd aceleasi. Astfel, nu este indicat a se utiliza in elaborarea de modele, serii cro-
nologice ce acopera perioade de schimbdri economice sau politice majore, razboi, sau alte evenimente ex-
ceptionale; in analiza evolutiei majoritatii indicatorilor economici pentru tara noastra este indicat ca datele
sa inceapa dupi 1989. Inainte de aplicarea tehnicilor specifice de analiza si previziune, daci este necesar, unii
indicatori vor fi exprimati in preturi comparabile. Cand se analizeaza spre exemplu evolutia cifrei de afaceri
sau a indicatorilor macroeconomici de rezultate si ne intereseazd evolutia datelor neafectate de schimbarile
de pret, este indicat a se exprima datele in preturile anului baza de comparatie, prin impartirea acestora la
un indice adecvat al prefurilor. De asemenea, cresterea in timp a unor variabile din economie se datoreaza
in principal cresterii populatiei, astfel cd in aceste situatii este mai util a se analiza evolutia variabilei per cap
de locuitor.

Atunci cand cronograma indica prezenfa unor valori aberante, corespunzitoare unor greve, ca-
lamitafi naturale sau altor evenimente punctuale, acestea vor fi inlocuite cu valorile medii ce ar fi fost inregistrate
in circumstanfe normale. De asemenea, dacd graficul indicd puncte de schimbare brusca a sensului evolutiei,



de tipul o tendinta crescatoare ce se schimba brusc intr-una descrescatoare, se vor elabora modele diferite
pentru cele doua parti ale seriei.

Frecventa masuratorilor este conditionata si de practica. Spre exemplu, vanzarile unui magazin pot
fi inregistrate zilnic, profitul poate fi observat lunar si / sau anual respectiv indicele bursier la incheierea zilei
de cotatie. In general, acolo unde sunt disponibile, poate fi utild utilizarea unor date cat mai frecvente. Datele
anuale nu fac posibila observarea caracterului sezonier specific anumitor indicatori respectiv modelarea
unor dependente in care timpul de reactie al variabilei efect este scurt.

Scopul final al tehnicilor de analiza a seriilor cronologice este previziunea. Informatiile obtinute
respectiv modelele elaborate sunt valabile, strict vorbind, doar pentru perioada observatd. Atunci cand se
fac previziuni pornim de la presupunerea ci fenomenul va continua sd aiba acelasi comportament ca si in
trecut. Este important ca analistul sa se intrebe in ce mdsurd aceasta presupunere este realistd, respectiv sa
tina seama de asteptdrile sale. Se spune pe buna dreptate cd ,,previziunea raméne in acelasi timp stiinta si
artd”. Previziunea fenomenelor economice este o sarcind relativ dificild, urmare a complexitatii mediului
economic. Aborddrile traditionale sunt uneori subiective si prea simplificatoare, in timp ce metodele
moderne sunt mai riguros fundamentate teoretic dar sunt si mai complexe, necesitand experienta si o
interventie activa a analistului.

Definirea diferentei absolute medii

In definirea si calculul diferentei medii intAlnim mai multe abordari.

a) Diferenta medie satisface relatia autoregresiva:

Y, = A, +y,,té€, t=2,3,...,n

Definitie

n
. e e v . ags 2 : v .
Metoda celor mai mici patrate, respectiv conditia: Zé‘t — min, conduce la urmatoarea expresie de

calcul a diferentei medii absolute: =

. Z(yt _yt—l) ZAtJit_l
Ay — =2 — =2
n—1 n—1
sau echivalent:
AN TN
' n—1

Acest mod de calcul conduce la rezultate satisfacatoare in conditiile in care indicatorul evolueaza, pe
perioada considerata, aproximativ liniar.

b) Diferenta medie se defineste prin raportare la tendinta:

Yy =Ky+Tt—1 +gt

expresia de calcul pentru obfinuta prin metoda celor mai mici patrate fiind:

n
Y0, -1
A — t=2
g n—1
Calculul diferentei medii are sens doar pe perioade sau subperioade de timp in care indicatorul are o
tendintd monotona. Asa cum sugereaza si relatia de calcul, diferenta medie A, mésoara cu cét s-a modificat

in medie indicatorul Y de la o unitate de timp la alta, de-a lungul perioadei analizate.



Calculul diferentei medii

Emisiile de CO2 pe locuitor (in tone metrice) au inregistrat in Camerun urmatoarea evolutie:
Anul 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Emisii 0,204 0,206 0,305 0,283 0,332 0,351

Practica
Diferenta medie absolutd, calculata din formula:
— y -y, 0351-0,204

A: =

y

=0,0294 mii

.
Emisiile de CO2 pe locuitor au crescut in medie de la un an la altul cu 0,0294 mii tone metrice.

Definirea indicelui mediu

Indicele mediu indicd de cate ori (7, ) sau proportia in care (7 , x100), s-a modificat in medie vari-
abila Y de la o perioada de timp la alta. Pentru calculul indicelui mediu se pot utiliza metoda au-

toregresiva sau metoda exponentiala. De asemenea, mentionam ca baza exponentului din tendinta
Definitie €Xponentiald, studiatd in paragraful 5.4, poate fi interpretata ca o estimatie a indicelui mediu.

a)Metoda autoregresiva

Presupunem a termenii seriei se ob{in din valoarea precedentd, prin addugarea unei valori nepre-
dictibileg,:y, =a-y,; +¢&,, t=2,3,..,T Indicele mediu, notat cu , este coeficientul a din ecuatia anterioara:

Utilizand metoda celor mai mici pitrate pentru estimarea coficientului 7 ,» din conditia:
yo=Iy-y,_ +&, t=2,3,.,T

unde

SF —>min & —=0
(y) oL

se obtine urmatoarea expresie de calcul a indicelui mediu:

_ T T _
SU=>e =Y -1y y,)

=2 =2
b)Metoda exponentiala
T
Zy -1 Ve
jy _ =2

== :
z Vi
1=2
Presupunem ca indicii cu baza in lan{ sunt aproximativ egali:

valoarea comuna acestora fiind indicele mediu. Avand in vedere ca ;“ ¥ =y, /'y,_ se obtin urmitoarele relafii:
211 _ 73/2 . gTIT-1 _ 7
I~~~ =1,
Din ultima relatie rezultd urmatoarea relatie de calcul a indicelui mediu:
Y=y -1y
T T \2
Y3 =y, Iy =y -y)

Yr =Vra jy =0 '(7y)T_1



Indicii cu baza in lan{ sunt aproximativ egali atunci cand seria are o tendintd exponentiala, prin ur-

7}; :T—ly_T
Vyl

mare aceasta relatie de calcul este adecvata daca seria are o tendintd exponentiala.

Calculul indicelui mediu

Emisiile de CO2 pe locuitor (in tone metrice) au inregistrat in Camerun urmatoarea evolutie:
Anul 2005 2006 2007 2008 2009 2010
_ Emisii 0,204 0,206 0,305 0,283 0,332 0,351
Practica
a)Calculul indicelui mediu prin metoda autoregresiva:
2010
- ;:;Sy =0 204% 0,206+ ...+ 0,332x 0,351
I, =520 - - > =1,093
Zyz 0,204" +.....+ 0,332
t-1

t=2005
Emisiile de CO2 pe locuitor au crescut in medie de la un an la altul de 1,093 ori.
b)Calculul indicelui mediu prin metoda exponentiala:
I,=ry2t =i/y2°1° =s\/0’351 =115
N Y2005 0,204

Emisiile de CO2 pe locuitor au crescut in medie de la un an la altul de 1,093 ori.

Definirea ritmului mediu

Ritmul mediu se determina pornind de la indicele mediu:

Ey =7y_1

Definitie

sau
R, (%)=(I,—1)-100%

Forma procentuali R , (%) , utilizati frecvent, indici cu cite % s-a modificat in medie Y de la o perioadi de
timp la alta.

Calculul indicelui mediu
Emisiile de CO2 pe locuitor (in tone metrice) au inregistrat in Camerun urmatoarea evolutie:
Anul 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Emisii 0,204 0,206 0,305 0,283 0,332 0,351

Practica
a)Calculul indicelui mediu prin metoda autoregresiva:
R, (%)=, —1)-100% = (1,093 —1)-100% = 9,3%

Emisiile de CO2 pe locuitor au crescut in medie de la un an la altul de 1,093 ori.
b)Calculul indicelui mediu prin metoda exponentiala:

R,(%)=, —1)-100% = (1,115-1)-100% =1 ,5%
Emisiile de CO2 pe locuitor au crescut in medie de la un an la altul de 1,093 ori.



Program:
Statistica descriptiva

Conceperea si pregatirea materialelor video (1,5 ore)

La conceperea materialelor video s-a avut in vedere complementaritatea cu materialul scris. Astfel,
inregistrarile video con{in mai degraba:

» Aspecte privind necesitatea si interesul studiului secventei respective de invatare
» Elemente de originalitate si inedit pentru incurajarea abordarii secventei
» Explicatii colaterale

Acest mod de a concepe materialul filmat are rolul de a nu se suprapune peste materialul scris, care
pune accentul pe:

» Abordare axiomaticd, riguros-stiinifica a disciplinei “Statistica Descriptiva’
» Aplicatii practice orientate spre intelegerea materialului teoretic

» Aplicatii practice orientate spre ldrgirea orizontului de aplicatii posibile ale statisticii

Inregistrarea materialelor video (1,5 ore)

Inregistrarea efectivd pe suport electronic a materialelor video s-a relizat in mod profesional la CF-
CIDER (Centrul pentru Formare Continud, Invatamant la Distant4 si cu Frecventd Redusi) al Universitatii
Babes-Bolyai din Cluj Napoca. Pentru unele secvente a fost necesara repetarea filmarii pentru a obtine un

material de calitate cAt mai buna.




